
The Surface Evolver
Kenneth A. Brakke

CONTENTS

Introduction
Acknowledgements
1. General Overview
2. Three Examples of the Evolver in Action
3. Surface Models
4. Energies
5. Constraints
6. Iteration
7. Surface Operations
8. User Interface Details
9. Application: The Hopf Cone Conjecture
10. Future Directions
References
Software Availability

The Surface Evolver is a computer program that minimizes
the energy of a surface subject to constraints. The surface is
represented as a simplicial complex. The energy can include
surface tension, gravity and other forms. Constraints can be
geometrical constraints on vertex positions or constraints on
integrated quantities such as body volumes. The minimization
is done by evolving the surface down the energy gradient.
This paper describes the mathematical model used and the
operations available to interactively modify the surface.
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2. THREE EXAMPLES OF THE EVOLVER IN ACTION
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FIGURE 3. ����(���
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3. SURFACE MODELS
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3.1. One-Dimensional “Surfaces”: The String ModelpH��/�="����(�[��)7�0	��+��"($&��� 
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3.2. Quadratic Model
! �*���*�/	�	��!���L	K	(�X�/����(��VL$.�>�/	(�\)+���=,@����"������6��)+�!"I�P�+	�Q
	��+�X	(�}���Y��:W_}��	#�[��)7�+	�"�fg	����+�(�5$."��T���r��5$ � F ��$.)��
����)��5�6��)+�7	G$."G� �@�}���L����	�$.)d"����&$&���d�}��	�)���AIB �#$.�L�P�@$ ��	
$."������L�!�q	��#����)��3�!�L9���f�9�$ ,L$&��9>�i	���	����h���O"($ V5)7���@	��(���
�P��$&��	�"�Ag�K��)��N)+�����(��$&���/	(��$."h	�������@�}�������	�$&)!���&� :d$ ��	��+��Q
�P�����/	(�!�^�����@�Z	���!"��X"($JV^�}�@$ ��	�"\	(�q�b���(� 	(���X"������6��)7�@A
B��>���9��G�P��)+���#��"K�0)+���,��G	(�}��	-��+�P�+����"I����� :i����	���
)+����	����@�P�P��$&��	�"
���*	���0�!�9��@f�	�����"
9�����������	(����$&��9%	��}��	
����$&9����P����$&�9S�6��)7�+	�"K�����+	 F $ 	�����L	
�09��/��AOp
������$&"����LQ
,��/��	M�/9���"x����	���� ����������/	�$.)����r��-������	(�}��	]$ 	�$."�"(� � F �+�!f

"���(�6��)+�G�/�(�!�d$&"I)!���&)+�����/	(�!�X���������V$&�>�/	���� :N��:%�r��������Q
$&)!����$ ��	(��9����/	�$&���xf�[��)+�7	�"\�����%��$&"������+:@���c��"\$&�g_��/	�f��/���
"����#�N�I,��@�J,@���H�b����	������!"G���(�S���	�$&�����&��������	(�!� A

3.3. Higher-Dimensional Surfaces
�\$&9������=Q��$.������"�$ �������L"������6��)+�!"I)!�/������	K�}�G�(�+�����!"����@	��!�
�@:?	(���3����"($.)*,����=	��+V������9������[��)+�7	>"()����!����A p
�������c$."
�'���r��c���d���P�+����	�$&���`$ � F ��$&)��;	���^�[��)7�+	�">�>� � $&��9
���	����G"����(�[��)7�������G�(����(��"(�+��	(�!�#�$&���!)7	�� :���"K"($.�����&$.)+��"
yb,@�+��	��7VT�.$&"�	�"�~7AipH��$."0�}���(�>$J	�"S�q"(��(�[��)+�����
������$ 	(���/��:
�$.������"($&���>$ �*�N"�����)+�G���x�/�(��$J	�������:���$.���+��"($&����A �\� F Q
�7,@�+�!f �>�/��:Y���!�/	���(��"��/�(�3����	#:@�+	>$.����� �!�����@	����Y�b���
	(��$&"G���L�L�@A

3.4. Quotient Spacesp
���X���%��$ ����	1"��}��)+�i)!�/�U�}����@����	�$&�+��	1"��}��)7�%���,���
����L���^"��@���'"=:�#���+	(��:C9��������xA p
���4,@���=	��7Va)+������Q
�$&���/	���"#�/�(�*	M� � ���W	��T�P�5$&� �^���������������	����-�(�+9@$ ����f
�/��� ����)�� �!�L9��Y$."U���/� � �!� F $ 	(� �;9��(���� �!� �!�����@	
	(�*	����.����� F $ 	�"��������^,@�+��	(�+V^"��������.�U�}�%	����/��"����������!�
y F �������}�!��~
�(�����/	�$ ,��0	��>$ 	�"
	M��$&�zA-p
���N��"(�+��$&�@,@�+��	�"\���
$ ��	(��9��+�����������!"����@	M��	�$&���#�b���I	���\9��(�����#�!� �!�����@	�"O	(�S�P�
��"��!�a$ ���>��� � $ ��9 �!�L9���"!A pH��4_}��	3	(���(��" ������	�$ ����	
"�����)+��$."1����$.�J	(Q�$ ��f �����e)!���T�P��"��P��)�$&2�!�T$ �T	(��������	M�
2��&��$ �#	��+���#"����P	���\���������������	����L�}�������&�&�!� ����$&�P���>�/���
	(��� F ������"1���O	����i���9���"�AS�\	�����&�@����	�$&�+��	d"��}��)+�!"����+Q
�@��$ �(��	(���#��"��+�S	(� F ��$ 	(�-�-Q��.���9��}�/9����b����)M	�$ ����"d	(�}�/	
���������&�09��������q	�������"��b�����>��	�$&����"G�����5)+���#�}�@"($ 	�$&����"�A

p
��� ��$&"������+:S�����\"����(�[��)7� $ �X� ������	�$ ����	g"��}��)+�-�P��"��!"
"����#�S$&�@	������!"=	�$ ��9���(�����&���>"�f"($&��)+�d	����N�$."����.��:5"�����)+�
$&"K����)��.$&��!����A]pH��1�O,@��� ,�������3P�+��"I	(���(�+�G���	�$ ����"!f�	 F �
��� F ��$.)��Y�/�(�*$&�.�&��"=	�����	����'$&� . $&9����(���rf F ��$.)��?"(�� F "

FIGURE 5. �=9=�M�����,��
.�����
	 �L������2[� ������#����!������#�2[� ���-� #5� �0����21���"$0�������*�6��#7��DH�"�	����
�21��A������]���J�?�6���.�>���6�5��$ �'�"�� +F�����
�1�621� �����W(�
���1���"#c���;�����<�5�����6#7��21�����?���0���������"�@���"#P�5�b#������"$ �;�A��V� +=�����W�1��21� ���"�<��
��(�(5��#Q���H���6�,�/����#7��D����	����
G21��A������%a
�]�����.�;�����T��$



148 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 2

�T"(��(�[��)+�q$&� �U_}�/	X	���(�+�+Q��$.������"($&��������	�������" F ���@"��
�����������#�+��	����1�}�������&�&�!� ����$&�P��� $&"c�?����$J	c)+��P�@A p
���
	��������0���	�$&����"\�������

����� ����
%���4�
�

�-��)��*�6��)+�+	
$&"
��$&"������+:@���*��"
$J	H$." � �L)!��	����
$ �e	(���#�b�����������+��	M���I�L�@�>��$ ��A�5x�r)!��	�$&���4$&"0�}��"����
���U	���i2��"=	1,@���=	��7VU$ �^	����i�[��)+�7	�f F $J	��U��	(���+�1,����=Q
	�$.)7�!"H�}�!$ ��9#�� F ������P���^��"G���+�!�L�!�xA

� �0! ! �<
-�7� ���<� ��.��%�
�

B��.�S�[��)+�7	�"5��� 	����4�}���������/��: ���
�!��)��a�P�r�L: ���(�e9���	����+�(���a$&��� �&$."=	�A �����4�P��$&�@	
$&"�)���@"����`��"*�4�}��"(�3�P�@$ ��	!fG�/��� ��� F ���/����$ ��9W���
,����=	�$.)7�!"1"����������"1���L	d���(��� ����$&9��r�P����	��*����$&9����P���
�[��)7�+	-���	�$&�	�����+��	�$&�(�G�P�L�r:>"���(�6��)+��$."K������@AOpH��$."
��$.)7�!� :c�$."����.��:L"\����)��U�&��9@$.)����x�P�r�L:U��"d�#����$J	�A\B��
�7V����#���&�S$&"\"��� F �c$ � . $&9���(�)�5y6� ����	7~7A

� � . ��� .>!/1
�
. ���-�1	�������"K�L�@�>��$ ��f�����)��#�6��)+�7	-$."�)+�.$&��P���

	(�X	(���0�b�������������@	M���P���������.� �!� ����$ �P���xA ��$&��)+�!"
� :L$&�9
���	�"�$&�������� F ������P�!�W����������'"��3	(���+:e�.$&�>$ ��"($.�L�@A
p
��$&"0���L	�$ ���4)�� ���/��� :U"���� F "1	�������������������	����O���Q
�>��$&�T�����c��� F $ 	 F ������"0�/�(������� AGB��U�7V����#���&�%$."
"��� F �c$ � . $&9���(�)�5y[�($&9���	7~MA

pH���>"(��(�[��)+�>"���� F �'$&� . $ 9������&�q�}�������"0	 F �5	��+	(����Q
� ��$&���)!����!�L���A�5 ���(� �1�!� ,L$&�;j pH��@����"���� k�l�m�s�u�)7���LQ
<=�!)M	���(�!�?	(�}��	�	����5���	�$.�>��� F �+:?	��e�����=	�$ 	�$&��� "(����)7�
$&��	(�N� �@�}��� Qz,��@� �����\)+�!�&�." F $J	���� ����"=	
�/�(�!�N$&" �S����) � $&�9
����,�����:^"��&$&9���	��J:^)7����,��!�^	(�+	(��� � ��$&��!)�����!����AN���+,@�+�����
�P������� �qy[$&��)+�&����$&�9�	����X�/�	(������~H����,��%��"(���3	(���i�I,��@�JQ
,@���
$&�5�/	�	��!���L	�"-	(�X�}����	 �d��� ,$ ����" �����=	�$ 	�$&����f����L	H����Q
�P�L�r:q�}��"G"���)+)+�+�!����*:@�7	�A

3.5. Background MetricpH���4���%��$&���@	5"(����)7�4)����C�}�e�+���� F ��� F $ 	�� �7�G$&�7Q
���/����$����U���7	���$&)�A��1��� :3�����i)+�������$&���/	��%���/	�)��U$."1���JQ
�&� F �!� f����L	 �@����	�$&�+��	�"��}��)7�!"������N�P��"�"($ ���&��A �
��"($.)����&� :�f
	����S�O,@�@�J,@�+�H���P�����/	(�!"H��"
��"������h$&�3����)��.$&��!���5)7�r���(��$JQ
�}�/	(�!"�f��+VL)+���L	 	(�}�/	-	���0���7	���$&)1$&" ��"��!������� 	(���1)!���&)+�LQ
���/	�$&���'���
�!�L9���� ���9�	���"i�/���4�[��)7�+	X�/�(����"�Aq���9���"i�/�(�
����	0	�� � ���U	��5�P��9����r��!"($&)�"�fh�����%�������6��)+�+	�"d9��+�L���"($.)
"(��(�[��)+��"�ox���/	(������fh	(���+: � ���+�T	���!$&�0����)��.$&��!���e"��}�/�P��A
�r�����6��)+�!"1�/�(�i�$."����.��:@���^��"�$&�g	���!$&��)+�����(��$&���/	(�!" F �+�(�
$&�^�I��)+�.$&����/�3"��}��)7�@A

B\�*�7V��������&����"($ ��9��N���+	��($.)�$&"-9@$J,@�+�q$&�5�r��)7	�$ ���qlLA
��	�����H�}�@"("($&��� � F ��:L"
	(����"(�S�X���+	(��$.)d���(� �I���L����.$ ��9
�*)M:�&$&���L��$&)!���&� :3"=:�#���+	��($.)N"����(�[��)7�i��:^�����/��"\���I	���
"�	(��$ ��9d���r��!�6f��/���i$.�����&�!���+��	�$ ��91��"(���/	�$����&� :0,�����:L$&�9
"�)����.����"������6��)+�c�+������9�:@fG��"�$&�`�4"����(�[��)7� F ��@"��^� F �
F �!$ 9��@	�$."H���	\���9��.$&9�$&���&�@A

p
���5���+	��($.)����+�!�?����	��P�q�P��"�$J	�$J,@�q��+2���$J	���A?�����
)!���C�L� �#$&��$&�>����"������6��)7�!"q$ � � { $&� � � F " � $1���+	(��$&)�f
���	\$ 	H	M� � �!"\���&$ 	�	��&�S)������@A

3.6. Internal Representation�K��)���9����@���7	���$&) �!� �!�����@	\y�,����=	��+Vhf��!�L9��@f��6��)+�+	!f��}�L�L:�~
$&"G$.�����&�!���+��	����5��"H�����S����	M�X"�	(�(��)7	���(��AIB��3�!� �!�����@	
$&"-"=	����(������" �/������$&�+��	(�!�#�+��	�$J	�:@f@��	 ���+:��P�\�(�+���+�(�(���
	(� F $ 	(�U	(��$&"1���($&���@	M��	�$&���U���1	����$ ��,�����"��i����@AdpH����(�
$&"X�^���/	��3	�:r�P� �-�3��$6��!'� . ��	��}��	X)+����	M��$&��"X�c�}�@$ ��	��+�
	(�3�/�U�!�&��������	d"=	��(��)7	(���(���/���e�>�(������	�$ ,��i����$&�+��	��/	�$ ���
y������(�>�������g$&��,����=	��!��~7A�pH��$."x	�:r�P�-$."���"(���N�b���g���&���(�+�����=Q
�+��)+��"
	��#���&���#�+��	�"!AIp
���N)+������!)7	�$ ,L$ 	�:�����	���%"���(�6��)+�
$&"d"��P�!)+$&2�!�^��:c�}�+,$ ��95�&$&� � "1$&�T�!��)��U���&�!���+��	0"=	��(��)7Q
	(���(�X	��q	�������+V�	N��$ 9������QG���S�&� F ���=Q���$&������"($ ���}���g�!� �+Q
�����@	�"d$ 	S$&�@	����("��!)7	�"�AX�����#���"($&9��T���($&��)�$&���&�X�b�@�&�&� F �!�
$&"I	����/	-�!��)��#�!�&��������	K"��������.�>)7���@	M��$ �>�.$&� � "I	(�i�02VL���
�����%�P�+�i���H��	(�����i���&�!���+��	�"�A^p
�r��"N	(���*�P�r�L:W"=	��(��)7Q
	(���(�1����!" ���	
���!)7�������}��������$ ��9i�6��)+�+	�" $J	�"��!� �=o����/	(������f
	(���*�6��)+�+	�"=	�����)M	������*�}��"N	 F �T"�� ��	�"%	��U�(��)+����� F ��$.)��
�}�L�L:ey6$ �I���@:�~ $."H���5����)��3���O$ 	�"G"�$&���"!A

pH���#"���(�6��)+��)+��������)7	�$ ,$J	�:^$."0)7�@����� �+	(�!�^��:T$ ��	�����Q
�L��)�$ ��9 �-��
%��� ; � �=1 �>"=	(�(��)M	���(�!"�f F ��$.)��a�/�(�T�?"($&�#���.$JQ
2�)!�/	�$&���Y���G	���3"()���!���5�L�!"()+�($&�P��� $ � j � ��� � $&��"������
5���"�8!� �qk+l�m�s�u�AgB �6��)+�7	(Qv���9���"=	��(��)7	(���(�1)7���@	M��$ ��"-�&$&� � "
	(�;�?�6��)7�+	^�/���a��� �!�L9��e���C	(���e�[��)+�7	 ��"q�P���($.���+	(���
y F $ 	(�'�������}���N�P�����������:e���($&�+��	M��	�$ ���P~Mf����&��"%�&$&� � "S	(�
	(���\���(�7,$ ����" �/���#���7Vr	-�6��)7�+	�Qv�!�L9���" �/�(������#	(���\�6��)7�+	
�/���W	��T	���5�����+,$ ����"#�����?���7Vr	#�[��)+�7	(Qz�!�9��!"������������
	(���i���9��@Adp
��$."��P���(�#$ 	�"d�����$.) � �����LQz	���(����9��U��� ���.�
�[��)+�7	�"X)+����	M��$&��$&��94�U9@$J,@�+� �!�9��@f-����� ���."��U	���5�(���LQ
���!"����@	M�/	�$&���4��� �6��)7�+	�" F $J	��W���?�/�(��$ 	������=:e�r���i�}���N���
"($.�L�!"�f F ��$&)��c$."
����)+�!"("����=:5$ �c)+�+��	���$&�3"($ 	����/	�$&����"�A

4. ENERGIES
p
��$."�"���)7	�$ ���^�L�!"()+�($&�}�!"G	���N,����($&����"\�������#"\���O������(9�:
	(�}�/	\�>�+:*�P�N)7�@�%��$ �����5$&��	(�X	���%�O,@�@�J,@�+� � " 	(��	����h���LQ
�+�(9�:*�����)7	�$&����A

4.1. Surface Tension�������?2��.�#"������?$&��	(�����6��)7�!"%�P�7	 F �����Y�$ 3P�+�(�+��	X_���$.��"
����,@�#���e�+���+�(9�:U��(���P���=	�$ ���}���]	��q	(����$&�S���(�!�A ! �T	���
�O,@��� ,@�+�!f ����)��e�6��)7�+	S����"N�5"������6��)+�X	��+��"($&���e���dkX���LQ
� �!"("G��	(���+� F $&"��%"��P�!)+$&2�!�xA � $ 3P�+�(���@	��6��)+�7	�"\�>��:q�}��,��
�$ 3P�+�(�+��	%"���(�6��)+��	��+��"($&����"�A ! 	i$&"S�P��"("�$ ��� �X	��c�+���� F
�}��	��Y�6��)+�7	�"#����� )���@"����Y�!�L9��!" F $ 	(�Y	�����"($&���Y$&� ���=Q
�L���N	��^���L�L�!�K"(��(�[��)+��" F ����(�*"($&��9����.���%)7����,��!"N�}��,��
�+������9�:@f���"G$&�?j { ���(9��/�uvA
� ���@	M��)7	S���9@�&��"1�P�7	 F �����U�b�(���i"����(�[��)7�!"0�/��� F ���.�."�f

��"
$&�q)!�/��$&�.���/��:#���(����� �!�#"�fL)����q�}�d"(�}�!)+$&2�������:*$ ��	�����Q
�L��)�$ ��9\�[��)7�+	�"x	(�}��	I�/�(�-)+���2���!�0	��\	��� F ���&�������N�}��,��
����$ 3P�+�(���@	0"������6��)+�%	(����"�$ ���xf ��"d$&�^	(��� F ���.�]�7V����#���&�
$ � iPnLA nrA\w\��9@�/	�$ ,@�S	��+��"($&����"1�/�(�X���&�&� F �!� f}"��>	(�}�/	0���.�



Brakke: The Surface Evolver 149

)+����	M��)7	�����9��&��"\�����S�P�@"("($&���&��A �G� F �7,@�+�!fL	���$."G���7	����r�
�}��"H	(���S�L��� F �}��) � 	(�}��	��X�#�!,$ ��9��������0�}���������/��:q���
	��� F ���&�g)!�/�U��,@�+�(����� F ���.�]�[��)7�+	�"�fP��"1"���� F �T$&� . $ 9�Q
�����	�LA�B����	�����d���+	(���L�c������(�!"()7��$&��$&�9*)+���@	M��)7	0���LQ
9@� �!"�f���"�)7��$ �P�!�5$&� i'��A �LfL��"��!"H�!�L9��7Qv�������9�:q$&�@	��+9������."�A

pH���+�(�e$."*���Y9�����������d���!)��}����$."(� :��+	q	(� $&��)��&����
	���S$ ��	��+9������P�!,@���
	(���0"����(�[��)7�d���g�i9����������� "()������/�H$&�LQ
	��+9����/���*	��}��	��>��:q��+�P�����5���3�P��"($ 	�$ ���c�/���q	����9����@	
���.�����i����$ ���@	M�/	�$&����A��G� F �+,@�+�!fP	����i��"��X��� �%�G$&�����/�Q
��$.�����#�7	��($.) ���X	����G���%��$&���@	I"(����)7�G)����X���b	(���#��)���$&�7,@�
	���%"����#�0� 3P��)7	�A

4.2. Crystalline IntegrandspH��i�I,��@�J,@���G)����c���L�L�!� �+���+�(9@$ �!"H���g)+�=:"=	M���.�.$ ���S"����=Q
�6��)+�!"�AgB�)+�=:"=	M���.�&$&���
"(��(�[��)+�
�������9�:i�����"($ 	�:i��+�P�+����"
���W	���q��$&���!)M	�$&���W���H	���*������>���K,@��)7	(���%	��c	����q"����=Q
�6��)+�@A �r��)���� �������@	�$ 	�:�$." � �� F ����"3� 
-���0������ � .>!#�
.>!'�7��10�<�0! �*j pO��:L�&���Xk+l�m �LoOk+l�m�m�u�AHpH���%�+���+�(9�:c�L����"�$J	�:
$&�U	���$."d)���"���$."19@$J,@�+�T��:c	�������/�(9���"=	S�L��	0�����L���)7	0���
	���i"(��(�[��)+�N�������>��� F $J	��U�>"��+	����O,@��)7	(����" � ��� F �T��"
	����� ,2� � : �<
-���0�%�MA �r��(�[��)+�T�/�(�!�W)!�/�`�}�U�(�+9��/������
��"N�q)+�=:"=	M���.�&$&���X$&��	(��9�������� F $J	��e�(��"��P�!)M	0	��c�q"��+	S���
f'��� 3W,@�!)M	�����"N)7�@$&��)�$&��$&�9 F $ 	��e	����#���$ 	%"���������@A ! �
	���c�I,��@� ,�����f-�U2��$J	��5"��+	����<f'��� 3;,��!)7	(���("����+:?�}�
"��P�!)+$&2�!�xfr�/���#	(���1)+���(���!"��P������$ ��9i)7��:"=	����.�&$&��\������(9�:
)+���#��	(�!�xA

BZ"���(�6��)+�*)!���?����,@���!$J	����+�X)7��:"=	����.�&$&��������+�(9�:'���
"����(�[��)7�0	��+��"($&����fL���	\�}��	(��A

4.3. Surface IntegralsBY�[��)7�+	g�>��:0)+���@	��($&���L	��-���S�����+�(9�:S���!"����J	�$&�9G���(����$&�LQ
	��+9�����	�$ ��95�#,��!)7	(����2��!�&�^�!,@���\	���X�[��)7�+	0��"d��"������6��)7�
$&�@	���9������zA { ���J	�$&���&�i,@��)7	����S2�!�.�"S���+:U�P�>��+2���!�4$ �
	���5���/	��^2��&�q��"i�b����)M	�$ ����"N���H	���q)7�r���(��$ �}�/	(�!"�f������
���@:W�6��)+�+	X�>��:'��"��3�/��:'�r���i�}���i���H	(���!�3A'� ��"($.���"
"����(�[��)7�5�+������9@$ �!"�f�"(��(�[��)+�5$&�@	��+9������."X)����Y�P�5��"(���?	(�
�}�/����� �>,@���&�����>������(9�$&��"!fg"(��)��Y��"%9�����,L$ 	M��	�$ ���}�������LQ
����9�:�fP	������ � "1	��q	(������$ ,�����9�����)+�i	(���+���(���3A ! ��	(��9������&"
�����0)����&)+���.�/	(�!�#�r�����+��$.)����&� :���"($&�9�$S�/��"("($����-�@�}�������Q
	���(�@A

4.4. GravityBR�P�r�L:�� �}��,L$&�9^��+��"($ 	�:��U)7����	(��$ ���	(�!"N$ 	�"S9�����,$JQ
	M��	�$&���}���
�+������9�:'	��T	(���q	���	M���zAWpH��c��)+)+�!� �����/	�$ ���Y���
9�����,$J	�:
	 $&"G������+�\��"����\)+���@	����@�zA-pH��N9�����,$J	M��	�$&���}���
������(9�:5$."G��+2������c��"

� ��	�����������������

��	\$."G)!���.)+������	��!�q�@:*	(���N�$ ,����(9�����)+�0	(���+���(���Z��"

� ��	� ����� � ���n �!#" � �$ �
p
���#$ ��	��+9������O$."1	M� � �+�e��,@�+�0�!��)��e�6��)7�+	d	����/	0�P������"
�5�P�r�L:@A ! �\�5�6��)+�+	N�P������"S	 F �c�P�r��$ �!"S���H��$ 3}��������	
�L����"�$J	�$ �!"�f�	(���c������(������$.�/	(�c��$ 3P�+�(����)+�3$&�;�L����"�$J	�:Y$."
��"��!�xA'*K�+��	�$.)!��� �6��)+�7	�"i�����6��)+�7	�"X� :$ ��9e$ �Y	(���q���.������ � g3�>� � �>��U)7���@	���$ ���L	�$&���W�����4���+:e�P�>�@�#$J	(	����
$ �
	(���7:W���(�����	i����!�L�!�'��	����+� F $."��@A . ��)+�+	�"%�J:$ ��9^$&�
)7����"�	(����$&��	�"i�>��:4�P�*�@�#$J	(	����W$&�
	�����$&�i)+���@	��($&���L	�$ ����"
	(�^	(���*9����+,$ 	��/	�$&��������������(9�:?���(�*)+����	M��$&��!�W$&�W�!�L9��
�+���+�(9�:q$&�@	���9������."�A
$d����,L$ 	�:c$."0��"(�}�!)+$����])!��"(�i��� ��"(��(�[��)+�i$&�@	���9����/���xf

��	O$J	O$."g$&�����&��������	(�!�N$ ��	(���(�����&� :0�b���O"��7,@���������(�!��"�����"=�
$J	N)����e�}���+,����&���/	����T�7V���)7	��J: F $ 	(�����L	S���������($.)����O$&�Q
	(��9����/	�$&����or$J	
$&" )7�@�#�����>��������9��>	��N�P� F ���=	��*"���,L$&��9
	(������"��+� 	���I	��(�������&�����L"(�7	(	�$&��9G$J	����o��/���xf�$&�09�����������zf
�7,����&�}��	�$ ���3���O��"��+��Q��L��2���!�3$&��	(��9��������5�+VL��(��"�"($ ����"G$."
"(� � F �+�H	(�}���q	����/	\���O)7�@����$&�&�!�rQ�$ �5�+������9@$ �!"�A

p
���i����$.� 	�Q�$ �U9�����,L$ 	�:c����!"1����	S�/�����J:3	�� �\$ �!�>���LQ
��$��/�U���+	(��$&)�"G��� �����	�$&���@	1"��}��)+�!"�o���"(�+��"��%��"=	1�L��2���
	(����$&�N� F �'9����+,$J	M�/	�$&���}���O������(9�:4$&�@	��+9����/���"N$&�W"���)��
)���"��!"�A
$d����,L$ 	�:#�/�����&$&��"I	��S�P�r��$ �!"�f@���	 "���(�6��)+��"!AI�����(�[��)7�!"

�/�(� F �!$ 9���	��&��"�"�A ! �d�����^����!" F ���@	����!��,�: "����(�[��)7�!"�f
�����3)���� ��"��q	����3���+	��($.)q���!)�������$."(� 	(�'"($.�%�����/	(�3�
"()������/�\"������6��)+�S$&�@	��+9����/��� A

4.5. Edge IntegralsB\�e���9��#�>��:U)+����	(��$&��	(�#�/�e�+���+�(9�:^�(��"���� 	�$&�9q�����@�
$ ��	(��9����/	�$&��9'�T,@��)7	(���>2�!�.� ��,@�+�#	���3�!�9��U��"��4�&$&���
$ ��	(��9������6AgB��#���9��G$&�@	���9�������)!�/�#�}����"("��L)+$���	��!� F $ 	(���
)7����"�	(����$&��	=�g$J	-	(�����*������&$&�!"O	��N�+,@�+��:��!�L9���"(��<��!)7	�	��
	(�}��	d)7����"=	(����$ ��	!AHpH���%���<��!)7	�$ ,��N���O	(��$."�$&"G	����&�7	�	(���
�b�(�+�X���9��!"����-�*"������6��)+�i����,��X�+���+�(9�:@A0p
��$&"d$."���"��+�����
$ �?)+����	����@�&�.$&�93	���*)+����	M��)7	X���9@�&�����\�c"����(�[��)7�����Y�
F ���&�zA-B1"\�����@	�$&�������3$&� i'��A.k�fL	���N)+���@	M��)7	1���9@�&�N)����
�}�G"��P�!)+$&2�!�i��:i9@$J,$ ��9S�����������9�:X��+��"($ 	�:N	��d	(��� F ���.�
���e����#"�$&��X���K	(���#"������6��)7�����9��@AiB�� 	(���(���/	�$ ,@��� :@fx���
���9���$ ��	(��9������I)!���4�P���L��2���!�T	����/	N9@$J,@��"%���4�������9�:
������$ ,����&�+��	5	��Y	��� F ���&�0�������9�:�f�	������ � "q	�����	�� � ��" �
p
���+���(���3AgpH��$."��!�.$&�#$&�}��	���"x	(��� ������N	��1)+�@�/	]	��� F ���.�
F $ 	(�X�[��)7�+	�"�A#5�$ � � F $."��@f��!�9��
$&��	(��9������&"O)!�/�i�P�
��"(���N	��
����������)7�#��	�����N�[��)7�+	N�+���+�(9@$ �!"�f�"(��)��?��"S9�����,L$ 	M��	�$ ���}���
�+���+�(9�:@f�b���G�[��)7�+	�"
���c)+����"=	�����$ ��	�"�A

B\�5���9��d$&��	(��9������P$." �+,����&���/	���������)7�0�b���
�!��)��q�!�L9��
��"("(�r)�$.�/	���� F $J	��T$J	�j��(�+9��/����� �!"("\���I��� F �>�/��:3�6��)+�7	�"
$J	i$."0���Tj���"�$ ��95	���>���($&�+��	M��	�$ ���'$&������($ 	(�!�e�����@�D	(���
���/	��X2�� �@A



150 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 2

4.6. Prescribed Mean Curvature and Pressure
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6. ITERATION
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6.4. Motion by Mean Curvature
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7. SURFACE OPERATIONS
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