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The Surface Evolver is a computer program that minimizes
the energy of a surface subject to constraints. The surface is
represented as a simplicial complex. The energy can include
surface tension, gravity and other forms. Constraints can be
geometrical constraints on vertex positions or constraints on
integrated quantities such as body volumes. The minimization
is done by evolving the surface down the energy gradient.
This paper describes the mathematical model used and the
operations available to interactively modify the surface.
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FIGURE 3. ����(���
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3. SURFACE MODELS
pH��$."K"(��)7	�$&���#�
��"�)7��$ �P�!"�"��+,��������L,����($��/	�$&����"I���#	(���G�}��Q
"($.)S"��@���
Qz2��&� ���L�L�!� ��$&"()+��"("��!�5$ � i]k�A�k�A

3.1. One-Dimensional “Surfaces”: The String ModelpH�
�/�="����(�[��)7�0	��+��"($&��� 
�)����3�P�S�
�!)+���/�(�!�*	����(�!"($&�
�N$ �
�!�L9��!"\$&��"=	������3���g�6��)7�+	�"!A p
���%"(�
�(�[��)+�0	(�����c�P��)+���#��"
�>�
�+	 F ��� � ���I�!�.��"=	�$&)%"=	(��$&�
9@"�f����+��)7�N	����N	(���(� �%�4�%.>!/1
$6��� ���]$&"#���
���.$ �!�W	(�T	(��$&"��#�r�
�q�������P�+���/	�$&����A'pH���
"=	���$ ��9�"3�>��:`�(�!"($&�
�4$&��� "��}��)+�e�������@: �
$.������"�$ ���xf
���L	�$&�
	��
�q�
���>��$&�?$&"N	 F ��Qv��$&�#�+��"($&���}���zf�	��
�q"=	��($&��9�"
�>��:N�}���
���%�(�+9@$&����"�A ! �%	(��$."g)���"��@f��\����9@$ ���i$."g�
�+2������
F $J	��4���6��)+�+	0"�	(�(��)7	��
�(�#�/���e���P�r�L:U"=	��(��)7	(���(��ASpH���
�6��)+�+	q�>�+: �}��,��T���@: �r���%�}���*���S"($.�
��"�A�p
���^�}�L�L:
�}��"]<���"=	
�������6��)7�+	 ���q$ 	�"-�}���������/��:�AOpH�
�1��3P��)7	
$&"-	(�
"=	��(�7	�)��i	(���H"=	(��$&�
91�
�+	 F ��� � $&�@	��0�1)7:L�.$ ���
�($.)�����"������6��)7�
���d����$&9��@	ek�f F �
����)7�c	(���^���!)�������$."(�#"#�����*"(�
�(�[��)+��"
)!�/�?�P�q�/�����.$&��� F $ 	(�?�>$ ��$&�����K)������
9��!"�A3pH�
�*9�����$ �
9���� F 	(�3�+V��������&�S$ � iPnLA �i��"��!"
	(���N"=	(��$&�
9>���L�L�!�6A

3.2. Quadratic Model
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4.6. Prescribed Mean Curvature and Pressure
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6. ITERATION
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6.4. Motion by Mean Curvature
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6.5. Conjugate Gradient
. ���I�#$&��$&�#$&8!$ ��91� �������L���/	�$.)-���
��)M	�$&����f�	��
� 	(�!)�����$ ���
�
� ��� F �'��"1	���� 

��!��
,�1����7� 1��9���0.��%!'�+$6�-� �/� �5j��I�(�!"("d�7	
���zAgk�l�m�m
f`iOk�g
A t/uI$&"��6���d�������i���>)�$ ����	�	������U9�������$ ���@	
�
�!"()7����	!A fa$J	�� �+V���)7	�����$J	����#�7	�$&)�f-$ 	>�#$&��$&�#$&8���"#���
�hQv��$.���+��"($&���}���#�@�}���L����	�$.)i���
��)M	�$&���e$&�4�/	N����"�	 � $ 	�Q
������	�$ ����"�A]pH��$&"����+	(���r�X�
���!"I�
��	I�����.�&� F 	(���
9�������$ ���@	
�
� F ����$.�.�6fL�
�
	\��� � ��"\���c���/<=��"=	��#�+��	H��"($&�
9X	��
�S�}��"=	
��$."=	(����:*����	����S�#$&��$&�#$&8���	�$ ����A

p
���d�I,��@� ,����-��"(��"K	���� . � �+	�)����+� ���G�+�+,@��"�,����($����@	
���
	����#)+����<=�
9���	���9������
$&���@	%���+	(���r�xA�B
	N$ 	(������	�$ ���4"=	��+���fH�&�7	 $ � �P�c	(���U"������6��)+�@f � � $ 	�">���
���(9�:�f �� � y �
~X	��
�
�����()+�d�/	 ,@�+��	��7V��>��"
�L�!"()+�($&�P���q�/�P��,��@fL����� �� � y �
~I	��
�
�=��$&"=	����=:*,��!)7	(����
X��� �PAIpH�
���

�� � y �
~ � �� � y �
~ 4�� �� � � � y �
~��

F �������

� � * � �� � y �
~ " �� � y �
~* � �� � � � y �
~ " �� � � � y �
~
�

. ���U	(��� ��)M	��}���X����	�$&���xfX�����
�+Q��
$.������"($&�������%�#$&��$ Q
�#$&8!�/	�$&���;$&">�P�������������!�;$&� 	��
�U�
$&�(��)7	�$&��� ��� �� � f
��"=Q
$ ��9�	��
�N�
����) � �7	�$ ��9>���+	��
�L�3�
��"()+��$ �P���3$&� iPt
A �
A ! 	�$."
$&�#�}���=	M���@	G	(�}�/	1���.�h,��@�&�����!"��/���c)7����"=	(����$ ��	�"G�}�N���LQ
�b����)7�!�0�
���($&�
9G	(�������
�+Qv��$.���+��"($&���}�����#$&��$.�#$&8!�/	�$ ���xf+���
���."��d	��
�N���+	(���L�5)!�/�39��>)7����87:�A

pH���>���
����9�:e�b����)M	�$ ���4���G�3"������6��)+��$&"S����	%�+V
��)7	�� :
�@�}���L����	�$.)�f��
�
	O	(���
���+	(���L�i)!���X"=	�$&�.���P�H�������.$ �!�xf������
"��@���7	�$.����"S$ 	S:L$&�!�&��"d,@�+��:e9��r�r�4�(��"(��� 	�"!A
�-�
	%"��@���+Q
	�$.���!"-$ 	 ��" F ���("��1	������*�(�+9����.���
$ 	(�����/	�$ ���xAOpH�
�0"������
�&�
�}�@$&�@	q���N�+���+�(9�:�$ �`	(���T)!��	��+���@$&���7V��������&�U���PihnLA.k
"������#"%	��e)7���
����"��*	(���5)7����<=��9@�/	(�q9�������$&�+��	#���7	����r�xA
f $ 	(�X)7����<���9@�/	��-9�������$&�+��	!f�$&�i��3}�!)M	�f�	(���
"������
�&�-�}�@$&�@	
$&"q�}��"("��!�a��	c$ 	(������	�$ ��� k!sY�����`	��
�'���(�!� �L�!)+������"(��"
�/9���$ �`����	�$.�d$J	��+���/	�$&��� ��gLf F �
��� $ 	q�(�!��)��
�!"5t
A � ��m�t
A
�-�
	'�/	T	���$."T�P��$&�@	e���
��	��
���4$J	������/	�$&��� ���(�r�
��)+�!"T�
�
)��}���
9���fH�/��� 	(���c)+����<���9���	��39������
$&���@	��#�r�
�3�}��"#	(�
�}�*	(�������!�W�43`�/���?���?	��T�+����"(��	(���q��$."=	�����:4,@��)7	����!A
����)+�#�(�!"=	�����	(�!� fg�/����	(���+�Xnbg3$ 	(�����/	�$ ����" F $.�&��9��+	S	��
�
�/�(���U�
� F �?	��4t
A � � ����A'p
��$&"�"(�
� F "i	(�}�/	#)+����<���9���	��
9������
$&�+��	5���r�
�T)!�/� F ��� � �%��)��`�P�7	(	��+��	(�}���`������$JQ
������:q���L�
��f
�
�
	�$J	�)����^���."��#����,��S���������&�!�#"�A

6.6. Hessian Minimization{ $&��$.�#$&8!�/	�$&���3��:c9�������$ ���@	0�
��"()+���@	d���d�+,����U�@:^)+���LQ
<���9���	��N9�������$&�+��	1)!�/�c	�� � �%�>���@:c$J	������/	�$&����"�AHB �������
�
$&�(��)7	 F �+:W	��U	���:W	(�4�#$ ��$.�#$ 8��5$&"i	��e)!���&)+�����/	(�*	��
�
�G�!"("($����>����	��($ V����x"��!)7�������L����$J,���	�$ ,��!"���� �+���+�(9�:>�����
"��@�J,@�������-	(���d����	�$ ���>	��}��	
9@$ ,��!" 8+�����X9�������$&�+��	!AIp
��$."
���+	(���r�*$." )+�����(�+��	��J:�$.����� �!�����@	��!�#����� :>�����-	����d)���"��
F �������\"(�
�(�[��)+�
	��+��"($&���>$."O	(���G����� :X���
���(9�:#�/��� F �
���(�
	(���%����� :c)7����"=	(����$ ��	�"1���(�%2
Vr�!�c,����=	�$.)7�!"�A ! 	0��"�"����#��"
	(�}�/	]	��
�
"������6��)7� $."g)�� �@"�� �+������9��N	��d�1� �L)������#$&��$.�%���
�b���I	��
� �\��"�"($.����	��N�}�\�P��"($ 	�$J,@�G�
��2
��$J	��@f F ��$&)���$&"�����	
��� F �+:
"\	�������AEfC�����^	(���X���+	��
�L� F ��� � "�fh$J	S)����U2����
	(���S�#$&��$.�%��� ���
���(9�:*	(�ck=�i�
��)�$&�����h������)+�!"H$&�q	(���(�+�
���i�������i$ 	��+����	�$&����"�A�� �L	�$&�
	(���%�\�!"("($��/�Y$&"%����	X�}�@"=Q
$J	�$ ,��>�L��2���$ 	(�@fx	��
�����+	(���L�e���&� F "S���xA ! 	%$."S����"=:T	(�
2
���U�+V��������&��" F $ 	(�'�q"����
��� ���}�@$&�@	S���-�+���+�(9�:@fx"���)��
��"I	(���\)!��	��+���@$&���7V��������&�@Agp
�����������(�\)�����) � "K$ �#������)+�
	(�c����"(�
�(�#	����/	N	�����)!���.)7������	����'����	�$&���W�
���!"N$&���
�����
���!�
��)+�0�����+�(9�:�A

6.7. Diffusion
! �^�������]"��@���c�����
��� �i)+�&��"=	(����"�f}��$ �1)!���^��$ 3P��"(�i��)7�(��"�"
	(���K"��@���S2��&�>"�f��L��$ ,����S��:d�
�(�!"("������K��$ 3}��������)7�!"�Ag�r$&��)7�



Brakke: The Surface Evolver 157

"(�����.� ���i���
����� �!"i�}�+,@�q��$&9��
����)7���=,��/	(�����3�����Y�
����)7�
��$ 9����+�e�
�(��"�"��
�(�@fN	(���+:a	������ 	�� "����($&� � A �1��� )!�/�
F ��	�)����4�b����� �+,@��� ,��c�!,@�+�#	��
�^)+������"��c���0�#$&���
	���"�f
)�������9�$&�
9T$ 	�"N	����}�@� ��9�:W��"%���
�����&�!"i�
$."����
�P���/�!A^pH���
�I,��@�J,@���T)!��� "($.�%���.�/	(�Y��$ 3P��"�$ ���xA ! ��	���� ��$ 3P��"�$ ���
���L�
�Y$&"U���xfN	M�/�(9��+	U,@���&�����?$."c	�������"��b���(���!� ��)7�(��"�"
����)��Y�6��)7�+	#�/	X	��
�5"=	M�/��	������!��)��Y$ 	��+����	�$&���Y)7:
)+�&��fK$ �
��� ���������@	c�����}���d	(� 	(���W�������Y���%	(���4�6��)+�+	5	�$&�#��"
	��
�3��$ 3}��������)7�3$&�Y�P�r�L:Y�
�(��"�"��
�(�!"i	�$.���!"i	(���59��&�������
��$ 3P��"($ ���a)+����"=	M�/��	!ARpH�
�4$ 	��+����	�$&���a"=	����C	(���+�a)+���=Q
�(��)7	�"I	��
����)7	(�}���
,��@� �����!"O	��0	����H	����(9��+	�,@���&���#��"-�����
�
���!"d$ 	�"������(�>���]���
���(9�:U�#$&��$.�#$&8!�/	�$ ���^"=	����xA0p]���P�@�JQ
��9�:N)��}���
9���"g�/�(�K����	]�
���
�
�/�
	(�@�>�/	�$.)!���.�J:1:@�7	�o�$J	g$."x���
	��0	��
�G��"�����	(�N)!������:i	��
�!� ���
	!f���"($&�
90	����G���P�����/	�$&����"
�
��"�)7��$ �P�!�5$&�^�r�!)M	�$ ���^sLA

7. SURFACE OPERATIONS
pH��$."#"���)7	�$ ��� �L�!"()+�($&�}�!"i	��
�3�>��$&�?���P�+����	�$&����"#�+,���$&� Q
�����&�H	(�0	(���G��"������b�����#�r��$ �b:
$ ��9S�0"������6��)+�@f@��"�$&�
�H�b�(�@�
	��
�H$J	��+���/	�$&���i"�	(���X�
��"()+��$ �P���i$&�%	(��� �
�(�7,
$&����"g"��!)M	�$&����A

7.1. Refiningp]�&�
�4�"! �-�S	��($����
9������/	�$&���*$."K	��X"����P��$ ,L$.�L������)��*�6��)7�+	
	��^)+�����/	(�q�32
���+�N	(��$��/��9�������	�$ ����A*pH���*�O,@�@�J,@�+�i�L�r�!"
	���$."%��:')+�(�!�/	�$&��9^�
� F ,@���=	�$&)+�!"i�/	%	����*�#$.�
�}�@$ ��	�"N���
�!�L9��!"�f F ��$.)��?$J	%	��
���W��"���"N	��U"����h�
$ ,L$.�
�>����)��W�6��)7�+	
$&�@	��#�b���
�G��� F �6��)7�+	�"!fL�!��)��c"($.�#$.�.��� 	���	��
�S����$&9�$&�����zA

pH����2
��"=	]"�	���9��������(�+2���$ ��9G$."h	��\"����P��$ ,L$.�L�K���.���!�L9��!"
��:S$&��"(�+��	�$&��9��G�#$&�
�P��$&�@	�A �\����)+� ���.���6��)+�7	�" 	��!���}�����/��Q
$.�J:3�}��,��X"($ Vc"($&�
�!"�A . ���0�/�^�!�L9��i���U)+����"=	�����$&�@	�"�f�	��
�
�#$.�
�}�@$ ��	>9��+	�"#	(���c"������c"(�7	>���d)+����"=	�����$&�@	�">�����;$."
������<=��)7	(�!� 	��'	��
�!�3A . ���q�������
9��^���C�4�P���
��������:@f
	��
�>�}�/�������7	����("0��� 	(���>�#$.�
�}�@$ ��	i�/�(��)����&)+���.�/	(�!�e�@:
������<=��)7	�$&��9�	(��� ,@�!)M	����O�b�(��� 	(���
���
9��-	M��$&��	���	����
�>$&�LQ
�P��$&��	�����) � $ ��	��1	��
�H�}�/�������7	����I"��}��)+�G�����X�@:����
��$&�
9
	����/	#	��T	����5	���$.�
�����������+	(����"�A pH��$&">��,@��$.�
"��+,@�+����9�Q
$&�
9T�}�/�������7	����("i���G�����L�P��$&��	�"�f F ��$.)��Y9@$J,@�!"%�}���?�(�7Q
"���� 	�" F �
�����L���
� F $J	��i�P�����������($&�!"]	����/	 F �����#�/�(�������
	��
�!�#"��!� ,��!"�f-"���)�����"#)�$&�()�� �!"�A ! � 	(���c"��!)7����� "=	M��9��@f
����)����6��)+�7	q$&"�"(�
�h�
$ ,
$&�
����$ ��	��'���������[��)+�7	�">�@:;)+���LQ
����)7	�$ ��9X	����0��� F �#$&�
�P��$&�@	�"�A
� ���=	M��$&�5��	(	(��$&�
�
	(�!"-���x��� F ���&�!���+��	�" �/�(�d$&�
���+��$ 	(�!�

�����@� 	(���*���.�W�!� �!�����@	�"N�b�(�@� F ��$&)��'	����7: F �����q)+�(�7Q
�/	(�!�xAIp
���1��� F �6��)7�+	�" $&�
���+��$ 	-	��
�d"������6��)7��	(����"($ ���*���
	��
�!$&� �}�������@	H�6��)+�+	�"�A . $ VL$ 	�:@fr)7����"=	(����$ ��	�"H�����*�P�������rQ
���($&�!"��/�(�\��� F �+:
"I$ �����+��$J	��!�%��:%�43h"��
��$&�
90���h���.�L��$&�#�+�
Q
"($&����"�A ! �e�
�@����	�$&�+��	d"��}��)+�@f}"��@���@f����
	1����	S���&�zf���� F
�!�L9��!"-$ ���
����$J	�����"=:
�#���+	(��:�9��(����� F ���/����$&��9�fr"��S	��}��	
	��
�%"��
�(�6��)+�S$&"\)7�����(�!)M	��J:q�!�%�}�!���L�!� A

�H��2
��$&�
9G)!�/�%)��}�/��9���"����(�[��)7�K���(�!�
f!�+������9�:S�����d,��@� Q
�����!"�$&��	����+�(�������\)7����,��!�#)+����"=	�����$ ��	�"O�����P�����������($&��"!A
. ���#�7V��������&�@fK����2
��$&�
9e	(���c"����(�[��)7�3��� . $&9����(�cte$&�
Q
)7�(�!��"��!"H$ 	�"G�/�(�!�
fL�P��)!�/��"��S$ 	\�L�!)+������"(��" 	��
�09����c�������
A
! � "���� � $&�
9;	(���?�>$ ��$&�i��� ���
���(9�:�fN$J	e$&"^�P��"=	^	��

�7,@��� ,@� F $ 	(�C�4)+�@���("(�3	��($��/��9�������	�$&������">�6�/�q��">�P��"�Q
"($ ���&��AG�-��)��^$ 	(������	�$ ���^)����^����������9���	��i�#�P��"�$J	�$ ���U���LQ
<���"=	����+��	������ :3�����%���
9��X��	0��	�$&�#��f}"��>	(���%2��
���\	(���
	(��$.����9����.�/	�$ ���xf�	(���-�&���
9��+�g���/<=��"=	��#�+��	�" 	�� � ��	��G	(���+,@�!�
��)+���@"("
	����S"����(�[��)7�@A

7.2. Equiangulationp���$.����9����.�/	�$ ����" F ��� � �P��"=	 F �
����	��
�U�[��)+�7	�"q�����e��"
)+�&��"(��	��T������$&����	��������dy�	(�}��	#$."�f�������$.���
9����.����~i��"X�P��"�Q
"($ ���&�U�����c�W9@$J,@�+�a"��+	5���S,@�+��	�$.)+��"�A $0$J,@�+���Y"��+	5���
,����=	�$.)7�!"�f���� F �L�r��"3���
�'�>� � �W�?	��($����
9������/	�$&��� �b���
	(����"(�i,@�+��	�$.)+��"1	����/	0�}��"1	��($����
9@� �!"0��"0�
���/��� :T��"d�P��"�Q
"($ ���&�>� �@��$&���/	(��������� ! �'	(�������.���
�@f]	(���q����" F ���i$."S	(���
� �!�.���
�}��:3	���$.���
9����.�/	�$&���xf $ � F ��$&)��U	�����)�$ ��)7���#)�$ ��)�� �
���1�!��)�� 	(��$��/��9��&�c)7���@	M��$ ��"X���4��	(������,�����	(�+Vaj �L$ ��"����
k+l@s�m/u�A ! 	N$."S���&�#��"=	%��� F �+:
"d����$ ���
�@A ! 	N)!���e�}�>)7���
Q
"=	(�(��)M	����0��:0�&�L)��������P�+����	�$&����" �P�+9@$ ����$ ��9 F $ 	(�%����:1	(��$ Q
�/��9�������	�$ ����A�� ����"($.�L���N����:U�!�L9�����"d	����#��$.��9����}���I���
	(�����@�}���L��$&���/	(�������x�b���������c�@:c$ 	�"1����<���)+�+��	\	��($����
9@� �!"�A
! �H	����5�/��9@� �!"%���H	(����	 F �U,@�+��	�$&)+��"i��3 ���H	��
�5�
$��/9���Q
�����]�����5	(���������S	(�}�/� �Kf
	(���%)+$&�()+���#)+$&��)+�&�S)7��$ 	(���($&���
$&"#,L$&�����/	(�!� f
����� 	(���^�
$��/9��������G"��������.� �P�^" F $J	�)����!�
	(��������� �i�(�+���.��)+��������	H�}��$&�H����	(��$��/��9��&�!"Sy . $ 9��
�(�Ns�~7A
fC�
��� ���'�������c" F $J	�)��
�!"#)!�/� �P�c�
�����@f F �3�}�+,@�^�
� �!�.���
�}��:�	��($����
9������/	�$&����A

� �

�
�

�

� �

� �

FIGURE 7. �����O�\9=�&��#��������"�	����21�/�!�6A�

�������������,
��"�
�
������
*�!���;�����O�"UV���*����A���
/� ���
���&��21�.���"21�����%ab�1�������?9=�O�7���	�� � � � ���
	 $��`UV���/�!�6A��6
*�!������� #���(��`����� U	�5�!#621��
*�!����2[��

#��*��A����7��
ea!D-� �b����A;�����>��21�/�!�6A�

���'D���21�`���!�!21
�8M� UV���*��� !
A���
*��2"$
wG� F "������}�@"���	����/	 F �#�}��,����q	(��$.����9����.�/	�$ ���e���H�

)7���=,@�!��"��
�(�6��)+�^$&�`"��}��)+��A . ���*���@:;���
9�� F $J	��;	 F �
����<���)+�+��	��[��)7�+	�"�f F �^" F $ 	�)�� 	��
�^���
9��3	��4	��
�^��	��
���



158 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 2

��$��/9����}�������S	��
�e" � � F ���}���
�($.����	��+�����1$ �S	(���e"���� ���
	����d���
9@�&��"
��	 	��
�1��3}Qz,����=	�$.)7�!"-$&"
�����(�\	������ �KAOB1"
$ �
. $ 9�������sLf��&�7	 � �P�
	����G� ���
9�	�������	��
�G)+�@�#�����X�!�L9���f �
����� � 	(�����&�+��9�	(��"����h	(���\��	��
���-"($.�L�!"����h�����G	��($����
9@� �@f
����� �T����� � 	��
�*� ���
9�	���"N���
	��
����	����+�i"($.�
��"N���
	��
�
��	��
���
	(��$��/��9��&�@A 5 �+	 � � ����� � � �}�0	(���0�43�Q��/��9@� �!"�A �-:
	����S��� F ���g)+��"�$ ����"!f

� � � � � 4 � � �Wn � � )+��" � � � � � 4 � � �?n � � )+��" � � �
pH���S)7������$ 	�$&��� � � 4 � � 
 �4$&"
������$ ,����&�+��	
	(�#)7�@" � � 4)+�@" � ��� g
AK�r� F �S" F $ 	�)��3$&�

� � 4 � � � � �
� � 4 � � 4 � � � � �� � � g��

pH���%������$����
9������/	�$&���c�
�(�r)+�!�L�����%�!,@���G	��
� F �����&�i"����=Q
�6��)7�i�>��:c����,��%	����P�%�(���}����	��!�^"��+,@�+�����x	�$.����"\	���9��7	
)+�@�����&�+	(�U������$.���
9����.�/	�$&���xfH���
	3���.����"�	q�
�+,@�+�5�������
	��}�/�'	��
�(�������i�b�����N	�$.���!"�A3pH�
�*�
�(�L)7�!"("i$&"N9��������/�
Q
	������q	���	��+���#$&���/	���f
"($&��)7�%��" F $J	�)��5�(���
��)7�!"H	(���S������$&$
���h	��
�d)+$&��)7���#)�$ ��)+�&�!"�f��/���*�N2���$ 	(�1"(�7	 ���h,�����	�$.)7�!"K�}��"
��2
��$J	��0�r���%�P���H����	���$.���
9����.�/	�$&����"�A

� ����$��/��9�������	�$&���')!���'�}�+,@�*���Y���.���@"=	i�>��9�$.)����I����Q
���!)M	
$ �*$&�����(�!,
$ ��9i�0	���$.���
9����.�/	�$&���xf������ ! ��$ 9����J:#���!)MQ
�@�#������� $J	�"#�(��9����.���>��"(��A ! 	*�>��:?	��!���}�����/��$&� : $&�LQ
)+�(�!��"��U�/�(���4�����;)������
9��5,@���&������"!f-�
�
	>	����c���/9���$ Q
	����L�!"*���S	��
�!"��T��3}�!)M	�"5���(� F $ 	(��$&��	����4���
������V
$&�>�/Q
	�$&���^�+�(���������I��"($&��9>_}��	1�[��)7�+	�"\�b���1�>)+�
��,@���^"����(�[��)7�@A
�,�@��$��/��9�������	�$ ��� F ��"0��"��!�T�}�+	 F ���+�e	(���#"��!)7�����4�/���
	���$ ���5"�)7���
�!"G$&� . $ 9������>k�A

7.3. Vertex AveragingB��q�7,@�@�J,
$ ��9X"��
�(�6��)+�1)!���*9��+	H$&�@	��%	(�(������� �d$&��"����#�1���
	����d,@�+��	�$&)+��"
���]	(���d	���$.���
9����.�/	�$&���*9��+	H	����>"()+������)������
	���9��+	(������fK��"�$&�?	(���5"��!)7�����Y"()7�����q$&� . $&9����(���
A4p]�
9��+	0,@�+��	�$&)+��"d	��3"����(�!���T���
	!fx���
�>)!���e��"�� :��%�-�7�98 �0: ;
���<��1�. ! 1�A . �����!��)��c,@���=	��7V f�	���$."\���P�����/	�$&���U)7�@�����L	���"
�%�
� F �}�@"($ 	�$&���5��"K	����0�/�(����Q F �!$&9���	(�!�q�+,@�+����9��1��� 	��
�
)+���@	����@$.�
"H���]	(���S�6��)+�7	�"\���/<=�@$ ��$ ��9X	��
�0,@���=	��7V A . $JVL���
,@���=	�$&)+�!"g�����
�
��	O�#�!,@���xf������S,@�+��	�$&)+��"g���i�}���������/��$&��"�f
)+����"=	�����$&�@	�"3���U"�$ ��9������/�c)+���=,@��"U���(�?��,�������9����������J:
F $ 	(�e�
�!$ 9��r�}���($&��9�,�����	�$.)7�!"1����	(����"������i	�:r�P�@ASB1�."���f
	�� � �+���5	��
�N�
� F "��
�(�6��)+�N��"\)+�&�@"��%��"H�P�@"("($&���&�d	(�#	��
�
�@�.�e������fx,@���&������"S���'�P��	��W"($&�
�!"0���-	��
��"����(�[��)7�*�/�(�
���(��"�����,��!� A ! �P,@�+��	��7V ��$&"K�����[��)+�7	�"�� � F $ 	(��)+�+��	(�(�@$&��"

�� � fr	����0��� F �}�@"($ 	�$&���3$."G)!���.)+������	��!�3��"

�� � 7 1 � * � ��������� � " �� �* � ��������� � �

p
��� ,@�@� �����
�������
�G"($&�
�
���P���.��	��
�H�[��)7�+	�"I�������
���i	��
�
,�����	(�+Vq)!���&)+�����/	(�!�5��"\��)+�����S�b�(��� 	(���d,@���=	��7V5$."� � %�6�������(��� �� " �� � �
F ������� �� � $&"K	��
���6��)+�+	-�������>�����(�+�����!"����@	�$&�
9i$J	�" �/�(���LA
p
���0	(��	���� �
���(����� �� $."

�� � %�����������	� �� � �
p��'�
�(��"(�+��,��5,@���&���#��f F �^"��
�
	�����)M	*�e�%��� 	�$&���&��
;���
	(���0	(��	����h�������>���h�����@�R	��
�%��,�������9��0�P��"�$J	�$ ��� �

y �� � 7 1 ��
 ��T~ " �� � �� " ����
"��


 � �� � 7 1 " �� � �� " ���� " �� �
p
�����q	��
�S��� F ,@���=	��7Vq�P��"($ 	�$ ���3$&"

�� B ��
 � y �� � 7 1 ��
 ��U~ �
�-����"=	(����$ ����� ,����=	�$.)7�!"c�����4	��
���a������<��!)7	(�!�C	�� 	(���!$ �
)7����"=	(����$ ��	�"!A
*K���=	��7Vq�+,@�+����9�$&�
9i���+:�"(�.$ 9��@	�� :>$ ��)7�(����"��d���(�!�
f����L	

	(��$.">$.">��"��}���&� : �43P"(�7	*�@:;$J	�">�}�����+2
	�"!A ! 	q$&">��"����b���
$ �Y9��+	�	�$&�
9^	�����,@���=	�$&)+�!"i"(�
�(�!���?���
	��7,@����� :@A'�O,@�@� �
Q
	�$&���')����'�}�*� F � F �/��� F ���+�W�[��)+�7	�"N�����>���-,@���=:4��$ �bQ
�b���(�+��	S"($ 8��!"�fh"($&��)7�i	��
�#"����#��"()!���&�X�[��)7	(���S�/�����.$&��"1	(�
	(��� F �����&�N"��
�(�6��)+��A

7.4. Notching EdgesBC"��
�(�6��)+�G)!���#�P��� �L)!���.�J:i��$&9����J:#)7���=,@�!� f@���!"����J	�$ ��9N$ �
�[��)+�7	�"g�b���(�>$ ��91�������
������)+���i��$&�
9���"I��� ���
9d�!�L9��!"�AO�1���
F ��:S	��1"(���&��)7	�$J,@��� :S�(�+2��
� 	(��� "(�
�(�[��)+� $."]	(�1����2��
� �����J:
�/�(���
���U	�����"��#�!�L9���" F ����"(������<(��)+�+��	S�6��)+�7	�"N�/�(��	����
�[���������@� �}�/�����.�&���zf����L	(	�$ ��9'�U����	�)�� $ � 	��
�5�!�L9��5	(�
�>� � �N$J	1�����(�N"�������� �+Qv"(�����}�!�xA�p
�������N$."���)+���#���/���
	(�}�/	H�&�+	�"-	��
�0��"����H�
�i	(��$." F $J	��3�X)7�
	(�43U�/��9@� �d���x��$."
)����r��"($&��9�A-p
���N����2
���!���+��	�$&"1��)7	(�}���&� :q�
���
�S��:3"����LQ
�
$ ,
$&��$ ��9i����)��3����<���)7����	
�[��)+�7	H��:����L	(	�$&��9��i�
� F ,@���=Q
	(�+VT$&�T	��
�>)+�+��	(���!A�� ����$.���
9����.�/	�$&���U	��
���4)+�@�����&�+	(�!"
	(���c�
�(�L)7�!"("�A . ���(�������J:�f-	��
�U�I,��@�J,@������$&�;�
��	�)���$ ��9
�@:5<���"=	i"����P��$ ,L$.�
$&��95	����>�43}������$&�
9^���
9��!"�f]�
�
	N	��}��	
	(�����L�!�U	��c)7�(�!�/	��#�&��	�"0��� �&���
9c" � $&�
��:U	(��$.����9��&��"N�����
�
��	%��� F �+:
"0�
�!� �4����	(	(����"�AipH�
�#�
� F ���+	(���L�e"��+�!�#"
	(� F ��� � �P�7	(	(���!A

7.5. Edge and Facet Operations����� F �+:W	��4$&�#�
�(�!,@�3�^	���$.���
9����.�/	�$&���Y$."X	(�4"($&�#��� :
���.$.�#$ �}�/	(�'���&�S���
9��!"5	(�}�/	c����,@�4�P�!)7�@���e	�����"������=	�A



Brakke: The Surface Evolver 159

pH��$."H���P�+���/	�$&���5$." � ��� F �c��" �4. ! �0; � �=1/� � �
� �0. !/1�AI�I,�Q
���=:5���
9��N"�������	��+�H	(�}���^�i��"����=Q�"��+	\)7�
	���3T�&���
9�	(�q	��}��	
)!�/�q�&�+9@$J	�$.�>��	��!�J:��P���(���#�!,@���*$." �L�!�&�7	����>��:�$&�
�+��	�$ �b:�Q
$&�
9>$ 	�"H�����L�P��$&��	�"�A

�r�@���7	�$.����"S	(�������q�/�(�>,�����:'" � $&���@:e	��($����
9@� �!"0	��}��	
"��������.�X�}�G�!�&$.�#$&���/	(�!�xf��
�
	 F ��$&)��#�L����� 	��}�+,@���d"������=	
�!�L9��>	��c�P���b���
���4��:e	�$ ��:�Qv�!�L9�� F ������$&�
9�Ac�����*)!�/�
	��
���T��"�� ���
�<� � �
� �0.>!/1�fx�/�e���P�+���/	�$&���T	(�}�/	0�(������,@��"
	��($����
9@� �!" F ����"��c�/�(���T$&"�"(�>���&�&�+�i	������ "(�����5)+�L	��43gf
��:`2����
$&�
9Y	(���4"�������	���"=	3���
9��e���N	��
�T	���$.���
9@�&�4�����
�!�&$.�#$&���/	�$ ��9X$ 	H��:>	��
�S"������d�����L)7�!"("G��"
����9������/�
	�$&�@:rQ
�!�L9��S�(���#�!,����zA

pH���+�(�U$&"*�')7�@�#�>�����Y	��}��	 F $.�&�\��$."��!)M	q���&�G�!�L9��!"
�&����9��+�>	(�}�/�C�4��"����=Q�)��
�@"����;�&���
9�	(��A B1�&�\�[��)7�+	�"����rQ
<=��$&��$ ��9>	(���%�!�L9���"0�/�(�X���."��*"����P��$J,
$.�L�!�c$&�@	��*����$ ��"����
�6��)+�+	�"�A ! �
	��
�*��� F �!�
9��!"��/�(�*"�	�$.�&�-�&���
9��+�%	������W	��
�
)+�L	��43Y� ����9�	��xf 	(���7:'�/�(������	N�b����	(���+�N"����P��$ ,L$.�L�!�xA ! 	
$."0"���9�9���"�	(�!�^	����/	d	���$&"0"=	����T�P���b�@�&�&� F �!�U�@:U� �@��$��/�
Q
9������/	�$&����A
��$."=	(��9������#"0���-�!�L9��>� ���
9�	���"S�����e�6��)+�7	%���(�!��"S)!�/�

�P���
$."����.��:��!�#$&��)7����<=����)7	�$&��� F $J	��*�/��:����P	(����"(�\)+�@�XQ
�>�����
"�A

7.6. Annealing, or Jiggling�r���#�7	�$&�#��"H$J	\�>��:*�P�S�L�!"($&�������&�1	����P�+��	(���(�q	(���S"����=Q
�6��)+�N	���9��+	1$ 	1��3'�>�#�7	M��"�	������&�N�}�@"($ 	�$&���xA �-��	(�^�����LQ
�
��� �/���#��"(�+��Qv�
��2
�}�/���&�G�}����	(�����}�/	�$&����"-�/�(�\�P�@"("($&���&��A
� ��)!�/��"��X���-$ 	�"0"($&�>$&���/��$ 	�:3	(�q	(���i	����+���>���]�P���=	��
�(�}��Q
	�$ ����"K���!"��P����"($&���&�\�b���
�/�����!���&$&��9N$&�*���+	����."�f�	��
�1)��}���=Q
��)M	����($."=	�$&)>�>��9���$ 	(���L�����
	������}���=	������}��	�$&���?$&"i)����.� �!�
�7��$ � ���<�0�4, �
�7A
"\���L���
�S�������
��� �P�+���%�
	��/	�$&���xf@��� �%.31 1����7f@����)��*)+��Q

���(��$&���/	(�d��������)��q�
����2LVL���*,�����	(�+V*$&"H���!,@�!����: � � �
��!��hf F ���+�(����$." �0���/���L�@� ,���� ���\�b�(��� 	(����"�	����������(�
$S����"("�$.���c��$&"=	���$ ���L	�$&���Wy[)!���&)+�����/	(�!�q���(��� 	��
�%"���� ���
2
,��*���/���L�@� ,����&����"%�b�(�@� 	��
�*����$&�b����� ��$&"�	(��$ ���
	�$&���
���?j gLf�k�u[~7f ��$." 	����S)+�
�(�(�+��	G	������P�����/	(���(��f��/��� ! $."\�
)���������)7	(����$&"=	�$.)�� ���
9�	��>	����/	H"=	M���=	�"
��"K	����1��$.�����+	(��� ���
	��
�%"��
�(�6��)+�N�/���3$."G)+�L	�$ �3�}���&�O��	��!��)��3�(�+2��
�!�����@	�A

B � �0!/1 �
.�1=1 �3�I$."-�S"($&����"��@$&�����
��$&"(������)+�!���+��	����P����)��
,@�+��	��7V����@: �� "($&��y �� " �� 4�� ~7AOpH�
�0�������&$ 	����
� �� f@	��
�
F �+,@��,��!)M	���� �� �/���4	(����������"�� � �>��:4�}�q"��P��)�$&2
�!�
��:*	��
�S��"(�+�G���\�}�N)�����"����c�/	\�������L�@�3A

7.7. Popping Edges or VerticespH�
�\�I,��@� ,����I�
���!"O����	K)�������9��
	(��� 	����P�@� ��9�:i���h�d"����=Q
�6��)+�N���U$ 	�"\� F ��f����L	�	(���+�(�X�����i�>�/��:5	�$&���!" F ���+�T�
�}��	��������&� :e�+,@��� ,L$&��9c"(�
�(�[��)+� F $&�.�����+�!�4	��^)������
9��*$ 	�"
	����P�@� ��9�:�A;B ����) � �#$&9���	>��$&��)�� ���L	*$ ���4)��/	(������$.�

F ����"(�e�P�����������=:C��$ ��9�"c�����e	(�r� �[���c�/�}���=	�f1���5	 F �
9��(� F $&�
9N���+	����L9�����$&��"K�#$ 9���	K���+�+	�A . ���=	������/	(�!� :@f�	(���
	�:L�}�!" ���]"�$ ��9������/��$J	�$&��"-�P�@"("($&���&�0$ �3"��@���
Qz2��&�R"����(�[��)7�!"
$ �c	(�������+Qv��$&�#�+��"($&���}����"�����)+� F �+�(�i)+����"("($&2
�!�c$ � j pg��:rQ
� ���qk�l@s�t/u �����%����$&������� "������6��)7�>	��+��"($&����AUp
�������q"��
��Q
�[��)7�!" �>�+:>�#�+�+	H���&���
9X�%)7����,��@f@��� �b���
�-	��($&���&�1)+�
��,��!"
�>�+:3���+�+	1�/	d�X�P�@$ ��	!A-pH���%�I,��@� ,����G�}��"G�����L)7�!�
�
�(��"
� ��� F �Y��"�� ��1/��� �-��� .>!/1������ :��%�-�7�98 �2�����'.>!/1�	(�U�
�+Q
	(�!)M	S$&�����(���P�+�0"($&��9����.����$J	�$ �!"d�/���^	(�q�(���
��)+�i	(���!�Z	��
�
�(���P���-	�:L�P��"�AIp
���!"����(���L	�$ ���!" �����0�L�!"($&9������>�����J:>�b���
"��
�(�6��)+��" F $ 	��q����$&�b����� "��
�(�6��)+�1	(����"�$ ���xA { �/��:*�����(�
	�:L�}�!">���0"($&�
9����.���($ 	�$ �!">�����^�P��"�"($ ���&�c$ �d	(���^��$ 3}��������	
)7�@���P�����+��	S"(�
�(�[��)+��"0�����+	�$&�
93�/	%�q"($&�
9��������($ 	�:^�}�+,@�
�
$ 3}���(�+��	\"(�
�(�[��)+�d	(����"�$ ����"!A

���
9��1�P������$&��9X� �r� � "-����� ���
9���"K	��}��	G���(�1�
��	
2
Vr�!�xf
�/�(�^�
��	������P�����������($&��">���*)+����"=	�����$ ��	�"�fH�������&$&�c���
�����(�G	��}�/�>	��
�(���\�6��)+�7	�"�AJfC���+���b�������xf�"���)��q���>�!�L9��
$&"�"(���.$J	K�&���
9@$J	����
$&�����.�J:�f F $ 	��>�d��� F �6��)+�+	K$&���P�+	 F �+����A
p
���
	 F �0�@�&�X�[��)7�+	�" F $J	��X	(���H"��>���.�&��"=	��
$&�
�!�
�����
���
9@�&�
�}�+	 F ���+�0	����������(�-�/	(	���)����!�1	��H	��
�K��� F �!�
9��@A]p
��$."x$."
�����}���/	(�!�����@	�$&�P�����J:>	��
�(���1�[��)+�7	�"H�/�(�d���*	��
�d���($&9�$&�}���
���
9��@AN�K��)��e"����&$ 	0$."1�
�(���}��9@�/	(�!�e���&���
9*	��
�X�i��� 	�$&��� �
<�����)7	�$ ���T�.$ ���#��"d�[���S��"1�P��"�"($ ���&��A ! �-$ 	S$&"0$&���P�@"("($&���&�
	(���
�(���}��9@�/	(�d	����0"����&$ 	H�}�+:@�����q��$ 	��
���
�����
�P��$&�@	�f�	(���
���
9��S$&"H"(�
�h�
$ ,
$&�
����	��X������,
$&�
�S�%,@�+��	��7V�	(�}��	\)����q�P�
"����.$ 	!A
*�����	(�+V5�}���
��$&�
9*��"("�������"H	����/	\����)��c���
9��S�P�!� ���
9@"

	(�N�/	K���@"=	O	��
�(���H�[��)7�+	�"�f�"��S$ 	K"��
�����&�X�}�H�����!)+���
���X��:
���
9��K�}���
��$&�
9�A]p
���K�[��)+�7	g�����0���
9��K"�	(�(��)7	��
�(�-�������
���
�!��)��*,����=	��+V�$&"H�/�}��� :L8+�!�>	��i2
��� F ��$.)���,�����	�$.)7�!"-�}�+,@�
	(��� F �����
9N	(���P���&��9�:�Agp
��$."�$."K�L�����G��:��&��� � $ ��9%�/	�	(���
� .>!������
	����-,�����	(�+V#� 	��
�H$&�@	����("��!)7	�$&���%���
	��
�
�[��)7�+	�"O�/���
���
9��!"i)7���@	M��$ ��$ ��93	����>,����=	��+V F $ 	(�W	��
�*"����(�[��)7�����\�
"(�>���&�-"������+�(�q���(�������W	(���>,@���=	��7V AUpH�
�q�����%�P�+��"%���
"($&�
�!"N���
	(���*)7�!�.�&"%$&�4	��
�*�.$&� � �/�(�*)7�����@	����xA3B "($.�XQ
���&�i���.���
�i,����=	��+Vc����"�	 F �5)7�!�.�&"��������
��"($&�
�i����)���AdB
	(��$ ���&�7Qv���
9��\,����=	��+V>����"K	��
�(���d)7�!�.�&"-��� 	 F �X"($.�L�!"-����)���A
B 	��7	����������
�����x�}�@$&�@	��}��"\��������)+�!�&�." F $ 	(�c	(���(�+�%"($.�L�!"
�!��)���A]B��@:N��	����+�g)+����2�9������/	�$ ���%$."��}�����}�!� AgpH�
�-�P���
Q
��$&�
9#$."G�L���
�S��:*�(�+������)�$ ��9i	����d,@�+��	��7V F $J	��c�X�
�@�&�&� F
�b���(�#������:X	(�(����)!��	�$&�
9S�!��)��>)7�!�.�JQ�)7�����H�+VL)+���L	�	����\)7�!�.�
F $ 	(�e	��
�>�.���(9��!"=	N"��@�&$.�4���
9@� �@A ! �-	(���#�.$&� � $."0��$."()7���
Q
�
�!)M	��!� fL	(���N"��@�.$&�c�/��9@� �!"H���I���.�h	(���N)+���.�&" F $.�&�����
�5���
	(�>��,���� ����A
p
���+�c	(���S,�����	(�+V3$."\�
�
���.$&)!��	��!�c�/���5	(���
�
$ 3}���(�+��	\)+�@���}�����+��	�"\�����%��"�"($ 9������*	��>��$ 3P�+�(���@	H,@�+��Q
	�$.)7�!"�AHpH��$."��&�7	�"\�
�!) � "�"�����$ � � 	��>8��+�(�>	���$.) � ����"("1�/���
�
���&���������=	�A
! � 	(��� "=	(��$&�
9C�#�r�
���zfN,����=	�$.)7�!" F $J	�� �����(�W	������

	(�������G���
9��!"K�/�(�H�P���
�P������:i2�����$&�
90	(���H�}��$&�I���P���
9��!"
�>� � $&�
9e	����c�&����"=	q���
9@�&��fK	����+�;�����.�&$&��9e	(���!� ���L	q�



160 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 2

"(�
���=	X��$."=	�����)7� F $J	��Y�c�
� F ,�����	(�+VW�����3<��@$ ��$&�
9c	��
�
��� F �����a�@�&� ,@�+��	(�+V F $J	�� � "������=	^�!�L9���A pH��$."c$."
�(���}����	��!� ���@	�$&�G	(���^���($&9�$&�}���H,@�+��	(�+V �}��">����� : 	��
�(�+�
�!�
9��!"�A
! �����(���P�+�
,�����	�$.)7�!"
���+:*�7V
$&"�	H$&�*	����d���($&9�$&�}��� ���/	��

2��&��f����I	����7:#�>��:X�P�\$&��	(�(�r�
��)7�!����:�"(�
���=	(Qv���
9��G�!�&$.�XQ
$&�}��	�$ ����A . ���G�7V��������&�@fr	(���0��$&��)���$&��9�����) � $ �^��)!��	��7Q
���@$&�#�%��"=	��}��,������.�r	��
�\"�������	K�!�L9��!"K�/�(���
���#$ 	�" F ��$&"=	
�!�.$&�#$&�}��	����5	(����$&��)��3	���� F ��$."=	1�
� F �c	��>���
�N,�����	(�+Vhf
F ��$&)��4)����T	��
���e�}���P���
�P���xAXp
������	(���+�0���P�+����	�$&����"
�
�!"()7��$&�}�!�Y$ �?	���$."X"���)7	�$ ��� y[����2
��$&�
9�fO,@�+��	(�+VY�+,@������9�Q
$&��9�fI� ����$��/��9�������	�$&����fO�
��	�)���$ ��9r~N�L�e�
��	#)��}���
9��*	��
�
9@�&���}��� 	����P�@� ��9�:c�����^"����
�>����	1$&�@	����L�
��)+�%$&�����(���P�+�
,@���=	�$&)+�!"�A ! ���
�(���}���S,����=	�$.)7�!"%�������
��	X�/�
	����>�/	�$&)!���.� :
�
�+	(�!)M	��!�q�
��� �!"("
	����N���L	����}���5������	��
�(�N$&"H����A

7.8. Zooming�r�@���7	�$.����"#	(���^�
�+	���$&�\���N�'"(�
�(�[��)+�^�>��: �(������$ �(�T�
)��&��"����>� �r� � A pH�
�c9����/����$&)�"#��$&"������+:Y)!�/���>�/9���$ �b: �
"(�
�(�[��)+��f��
�
	\	����/	1�L�r�!"�� � 	1)��}�/��9��S	��
�N	(��$��/��9�������	�$ ���
	��5�����.� � F 	����#�L�+	���$.�6A%pH�
���(�#)!�/�e�P�#)!��"��!"�f���" F �
���
�S�}���������/��: F $&�(�\�}��"("(��"�	(��������9��*�S"(�@���>2��.�3f F ���+�(�
	����K�
�+	���$&���/�(�������%�H�}�@$&�@	g$."x���%�\"()!���&��k�g�g
f g�g�g 	�$.����"
"��>���.�&�+�]	��}�/�X	(��� F �����&�H"(�
�(�[��)+�Sj��-��� ��� �Sk+l�l�n��/uvA . ���
	���$&"H������"����5	��
�%�O,@��� ,@�+�\���&�&� F "
	(���S��"����H	(�#8+�r�@� $ �
���U��,�����	(�+Vhf
	��
�(� F $&�
9q� F ��:*	����N�(��"=	����g	��
�%"����(�[��)7�
	��q"���,@�X���!������:U�����^	�$.�����/���^	(� � ���+�e���.�x	��($����
9@� �
"�$ 8���"H�(�!��"���������� :5)+�&��"(�d	(��9��+	��
����A

p
������"����i"(�}�!)+$&2���"S	��
��,@�+��	(�+Ve	����/	%	������
�(��9������
"(�
�����.�^8����@� $ �T���4�����e�*)7�
	���3'��$."=	�����)7�@AdB��.�],����=Q
	�$.)7�!"]�P�7:@�����N	��
�H)7�
	(�43>��$&"�	�����)+� �b�(��� 	(��� 9@$J,@�+�i,����=Q
	��+V��/�(�1�
�!� �+	(�!�xAgpH���+�5���.���!�L9���"
�����>�6��)+�+	�" )7����	���$ �
Q
$&��9��/��:0�L�!� �+	����d,�����	�$.)7�!"������-�L�!� �+	����xA�B\��:0���!�>��$ ��$ ��9
�!�
9��S���(��� F ��$.)��U�X�[��)+�7	 F ��"\�
�!� �+	(�!�3$&"\�>���L�S2
Vr�!�
$&�3�����L���H	��>����)������G	(���S)+�
	G�!�L9��!"H���]	��
�N"������6��)+�@A

8. USER INTERFACE DETAILS
pH��$&"H"���)7	�$ ���*�
�!"()7��$&�}�!"-	(���S�O,@��� ,���� ��"-��"����H$ ��	(���(�[��)7�@f
$&��)+�&����$&�
9i	��
�S$&��$ 	�$.���h���/	��i2��&��fr	(���S)7�@�#�>�����*�#��)��LQ
����$&"(�Z�����q	����09���������$.)+"\$ ��	(���(�[��)7�@A

8.1. The Initial Data FilepH����$&��$ 	�$����])+����2�9������/	�$ ���T��� �*"(�
�(�[��)+�X$&"d�������U�����@�
�U	��7Vr	#2��&�5�����b���(���!�?	��W��"X	���� �������	���3�+A pH�
�^���/	��
2��&�#����"S2L,@��"��!)M	�$ ����"��d9����
���������
�+2���$J	�$ ����"�f ,����=	�$.)7�!"�f
�!�
9��!"�f��6��)+�!"3�/���C�P�L�
$&��"!A pH���4)!��	����
�@$&� ���/	M�?2�� �
���������
	 $&"U�����!"����@	��!� $&� 	��
�Y"�$&�
�+�}���U��� 	��
�Y�
�+V�	
�}��9��@fP	(�59�$ ,@�i	��
��_���,����!ANpH��$."d2��&��$."0"(�.$ 9���	�� :U�/	�:L�LQ
$.)!���g$ �U	(�}��	0�
���
�X���I	����%,�����	�$.)7�!"d�����X9@$J,@���T�
$&�(��)7	�� :

�@:U	��
�!$ �N)+�����(��$&���/	(�!"�A�p
��� ���
	 2�� ���}�������+Vr	(����"�$ ���
$&"0�>�(�!�&$.)N�������/��� :3,�����"($ ����"�����	(�����O,@�@�J,@�+�d$&� F ��$.)��
�[��)+�7	(Qz�!�
9��!"d�����T	��3�P�#�7VL���&$.)+$ 	��J:T�&$."=	����4$ �e	��
�>���/	��
2��&�@o ! )+����	�$&�r�
�3	��'��"��^$ 	����L	*���d�}����$ 	>	(�?$.�L����	�$&��:
���/	M�i2�� �!"�A

pH���H����	M��Qv2�� �H"=:L�@	M�/VN���(�!,
$&�
�!"O"��+,���������������	��
�(�!"g�����
_
�+V
$ ��$&�.$ 	�:e�����'�!��"��#���
��"(��A5�r$.����� ���>��)+�(��"%)����'�}�
�L��2��
�!�C	��;�
� 	(�+Vr	^"�����"=	�$ 	(�
	�$&���xA � �����P���
��� �+V�Q
�
�(�!"("($&����" )!�/�q�P�1��"��!� F �
�����+,@�+�\�N�(�����}�r���%�}���
���G�
�b�����%�����#$&"\�+VL�}�!)M	��!� A\wG�����>���g�/��$ 	(�����+	�$.)%�/���^"=	M�/�
Q
�������%�b����)M	�$ ����"g�����G�+,���$.���/��� �@A . ���O�b����)7	�$ ����"�	����/	������
�7,���� �}��	��!�5�
�
��$&�
9>�(�
��	�$.���@f�"���)��U��"\)7����"�	(����$&��	�"������
�@�}���@	�$J	�$&��"�f��7VL�
�(�!"("($&����"������3"�	(�����!� ��"�"=:L��	��/V'	������!"
	(�}�/	0�/�(�i$&��	(�������(�7	���� F �����^	(���%�+Vr�����!"("($&���^�
������"\	(�
�}�5�+,����&���/	����xA ! �1$&�@	����������+	M��	�$ ��� $&"X	����'"(�&� F f���"����=Q
�L��2��
�!�Y�b����)M	�$ ����"��>�+:Y�P� F �($ 	(	(��� $ � � �/��� )+�@�XQ
��$.�&��� $&�@	�� 	(���'�I,��@� ,�����AZw1�����!�C,����($������&��"!f1)����.� �!�
��� �%, �
��� ����� �2�0�<�0$6���7���%��fI�>��:4�P�q�
��)��.���(���Y�����W��"(���
$ �4�(�
��	�$.���#�7VL�����!"("($&����"�f]�����')������
9��!�e$&�@	�������)M	�$ ,��!�J:
��	��(���@	�$&�#��AgpH���7:#�/�(�G��"����b���r�����K����,L$&��9S)7����"�	(����$&��	�"
�/��� �P���
��������$ �!"*�/�(���
��� fH�#�r��$ �b:
$ ��9e	��
�U���7	���$&)3���
)7����	���)M	�����9��&��"!f��/���5"(�#�b����	(��A

pH���4�
�+2���$J	�$ ����"5"���)7	�$ ��� )+����	M��$&��"5���/	��?����	3�P���=Q
	���$&��$&�
9X	��#�����=	�$.)7���.���H9��+�@���+	(��$&)d�!�&��������	�"�f
"���)��^��"

� �
��)��.������	�$ ����"g�����X$&��$ 	�$.����,����&�
�!"]�����I����<���"=	M�/��� � �}��Q
�������+	��+��"�o

� 	��
�0��$&������"($ ���*���x	��
�0"����(�[��)7�S�����*	(���0��$.���+��"($&���
����	��
�%���%��$&���@	\"��}��)7�N)7����	���$ ��$&�
9X	��
�N"������6��)7�@o

� 	��
�3"��}�!)�$ 2�)��/	�$ ���W���1�+�@����	�$&�+��	#"��}��)+��f����!f��b���#�
_}��	�	(������"\�
�@�>��$&��fL	����S,@��)7	(����"\�
�+2���$&��9�	����S�����LQ
����������	����h���������.� �!�&�+��$ �P�!� o

� �G$&�!�>�/����$.���3���+	(��$&)1	�����"����\)7�@���P�����+��	�"�o
� �����H�%)+�=:
"=	M���.�&$&����"������6��)7�����
���(9�:�f@	��
�1�������1��� 	��
�

f'��� 3^,@��)7	(���G2��&��o
� )+����"=	�����$ ��	�������)7	�$&���c�������%���.��"�f�	���9��7	����+� F $J	��^���LQ

����9�: �����?,@���&�����3$ ��	��+9��������
"��b���#���
9��!"���� )+���LQ
"=	�����$&�@	�"�o

� �P�����������=:S�
�+2���$ 	�$ ����"h,
$.�
�����(�%������" ���L)+�������
$&���/	���"
$&�q	��+��� ���]�}���������+	(���("!o

� �������@	�$ 	�:*$&�@	��+9����/���
"!f F $ 	(�q	�����9��+	 ,���� ����"
�b���H)+���LQ
"=	�����$&�
�!� �@�}���@	�$J	�$&��"�o

� $&��$ 	�$�����,����&�
�!" �����
	(���d9����+,
$J	M�/	�$&���}���P)7����"=	�����	!f�	��
�
��$ 3P��"�$ ���e)+����"=	M�/��	�fP	(��� F �!$&9���	�$&��9*�6��)M	����0�b���d	��
�
"��������(���S�����/�N)7����,��/	(���(��$&�d	(�����+���+�(9�:@f�	��
� $S�/��"=Q
"($��/�?$&��	(��9����/	�$&���W�����L����f������W�.$ �����/�%��� �������L���/	�$.)
���L�L�@A

wG�����U���S	�����"��e$J	����>"q���(�T�(������$&�(���xA ! �%��� $ 	���� $."
�#$."("($&�
9�f�	����i�b���/	(������$&"1����	d��"��!� fh���0$&"1��"���� F $ 	(�4�
���/	��
����� �
���[����� 	G,���� ���@A



Brakke: The Surface Evolver 161

���������	��

�����
��������������������
�������
������������ �!��� �"�

���#�$�%��&��������%')(*� ���#+����,&�+��
�������
- '.(,���,/$����������'����$�10!�
2
3�4
3�5 �
6�� 4 �������%')(87:9
2
3�4
3�5 �
6�� 4 +$���,&�+���7�;��=<�<

���>'�?�?������$�%��&�@�?!�����A0$�����$�,B����*/�C#?D9
/$� '��������
CE9F?$�����A0!�������$(G9
H 9I�J�������A')(LK�����(IMN?I9�O
H�P �J�������A')(LK�(��A�	MN?I9�O
H�Q �R+����,&�+��

��� ��� S������$�%��&
/$� '��������
C P ?$�����A0!�������$(G9
H 9I�J�������A')(LK�����(IMN?I9�O
H�P �J�������A')(LK�(��A�	MN?I9�O
H�Q �UT,+���� &�+��

�������$������(*�
K�(������ ���G�����,'�0
�V7L�����,'$����
8?I98K��
9 ;�KA?)��� Q /$�,'
��������CW9 
�� H ���
P 9 KA?)��� Q /$�,'
��������CW9 
�� H ���
Q P KA?)��� Q /$�,'
��������CW9 
�� H ���
X Q KA?)��� Q /$�,'
��������CW9 
�� H ���
< X KA?)��� Q /$�,'
��������CW9 
�� H ���
Y <
KA?)��� Q /$�,'
��������CW9 
�� H ���
Z ;�KA?)��� Q /$�,'
��������C P 
�� H ���
[ 9 KA?)��� Q /$�,'
��������C P 
�� H ���
\ P KA?)��� Q /$�,'
��������C P 
�� H ���
9A; Q KA?)��� Q /$�,'
��������C P 
�� H ���
9�9 X KA?)��� Q /$�,'
��������C P 
�� H ���
9 P <
KA?)��� Q /$�,'
��������C P 
�� H ���

����&���( �
K8&!�,��� ��/�C�� ����?!���%�����������!������(LK��
9 9 P /$�,'���������CE9 
$� H ���
P P Q /$�,'���������CE9 
$� H ���
Q Q X /$�,'���������CE9 
$� H ���
X X < /$�,'���������CE9 
$� H ���
< < Y /$�,'���������CE9 
$� H ���
Y Y 9]/$�,'���������CE9 
$� H ���
Z Z [ /$�,'���������C P 
$� H ���
[ [ \ /$�,'���������C P 
$� H ���
\ \ 9,;8/$�,'���������C P 
$� H ���
9A; 9A;�9
9F/$�,'���������C P 
$� H ���
9�9 9�9L9 P /$�,'���������C P 
$� H ���
9 P 9 P Z /$�,'���������C P 
$� H ���
9 Q 9 Z
9 X P [
9,< Q \
9 Y X 9,;
9 Z < 9
9
9 [ Y 9 P


�������( �
K8&!�,��� ��/�CV���$����������������&�������(,�VK��
9 9L9 X T Z T$9 Q
P P 9,<�T [ T$9 X
Q Q 9 Y T \ T$9,<
X X 9 Z T$9A;�T$9 Y
< <G9 [ T$9�9>T$9 Z
Y Y 9 Q T$9 P T$9 [

p
���^,����=	�$.)7�!"�"��!)M	�$ �����.$."=	�"#	����c,@�+��	�$&)+��"!f ���
�U�}���
�&$&�
�@A��K��)��e,@�+��	(�+VT$."d�r���i�}�����!�e�b���S�.�/	��+�0�(�+����������)+�@f
�/���5$&"H�
��2
�����q�@:q$ 	�"H)7�r������$ �}��	��!"0y[���H�P�����������=:*���/Q
�������+	(���("M~Mf F ��$&)���)+����"=	�����$&�@	�"]���O�P�����������($&�!"O$ 	I$."g����f
�/��� F ���7	��
���\$ 	\$."H2
Vr�!�xA

p
���*�!�L9��!"i"��!)M	�$ ���?�.$&"=	�"N	(���*�!�L9���"!fg���
�*�P���X�&$&����f
���."��*�����%�P�+�(���^�����1�(���b��������)7�@Ad�K��)��^�!�L9��X$."1�
�+2��
�!�
�@:S$ 	�"h	M��$&�@�����0�������d,@���=	��7V0�����%�P�+��"�f!	(���K)+����"=	�����$ ��	�"
���U�P���
��������$ �!"T$J	e$&"U���xf F ��$&)�� �������@	�$ 	�$&��"U$ 	e)7���
Q
	(��$ ���
	(�!"d	���fg�/��� F �
�+	(�����N$J	%$."02LVL�!� A ! �
� ������	�$ ����	
"�����)+��$." �P��$&�
9G��"����xf+	����I9��������S���&�!���+��	x����� F �����
��$ ��9
	(���H�������X,�����	(�+V%	(�0	��
�G�
�(���}���I������)+� F $ 	����(��"(�}�!)M	I	��
	(���d	M��$&�P,@�+��	��7V5$&"����."��#9�$ ,�����A

p
���S�[��)7�!"G"��!)7	�$&���3�.$."=	�"H�P��� :r9�����"H�b�����#$ ��9X	��
�N$ ��$ Q
	�$����@"����(�[��)7�@A]�-��)��N�}�@� :r9����%$."�9�$ ,@�+�N��:S$ 	�"x�!�L9��K�r����Q
�}���("!f@$&�#�����
�+� �������
���>$J	�"�)�$ ��)+��������������)+�@AO���
9��!"I	(���/Q
,����("(���*$&�q�����P��"($ 	��d�
$&�(��)7	�$&���������@� 	(�}�/	
9@$ ,����q$&��	(���
���
9��!"d"��!)M	�$ ���e�/�(�X9�$ ,����e��"1�
��9@�/	�$J,@�i�r���%�P���("�A0p
���
�}�@�J:L9�����"I���+�!������	K�P�G���.���}�/�!f��/����	(���7:X���+�!������	K�P�
	(��$.����9��&��"Gy F ��$&)��#$&" F ��:%	��
�G"(��)7	�$&���X$."�)����&�&�!�+�=�6��)+��"�

$ ��"=	��!���#��� �=�[��)+�7	�"�
�~MAgpH���d�O,@��� ,���� F $.�&�}$&�#�#����$.�/	���� :
	(��$.����9����.�/	��q������	(��$��/��9������/���[��)7�!"X��:?���L	(	�$ ��94�T�
� F
,����=	��+Ve��	0	��
����,�������9����}�@"($ 	�$&���e���K	���������$ 9@$&�����],@�+��Q
	�$.)7�!"\�����3��:5�
�
	�	�$&�
9>$&�c���
9���"G�����@� 	(���S��� F ,����=	��+V
	(���!��)��c���($&9@$ �}��� ,@�+��	��7V AH�K��)��c�6��)+�%�>�+:3�}�%���U)7���
Q
"=	(����$ ��	�"!fG��� �}���
�����/��$ �!"�f\���5�}�e2LVL�!� A ! 	3�>��:��P�
9�$ ,����e��"��P��)�$ 2�)i"��
�(�6��)+�N	�����"($&���xo}	��
�X�L���6�/���J	0$."Xk�Ahg
A
! 	��>��:%�}�G�L�����#���%	��d)+���@	��($&���L	�� 	(�0)+�+��	���$&� ���}�/��	�$ 	�:
$ ��	(��9������&"!f\�/���;	��?�}�+,@�T)+�+��	���$&�C"������6��)+�T$ ��	(��9���������"
)7���@	���$ ���L	��d	��X	��
�S	(��	����h���
����9�:�A
! � 	(���5�P�L�
$&��">"���)7	�$ ���xfK����)�� �P�L�r: $."#�
�+2������ ��:

�&$."=	�$ ��95$J	�"d�}��������$ ��95�6��)+��"d�@:T�r���%�P����fh	(���X�r���%�}���
�}�!$ ��9>�
��9���	�$J,@�N$&�g	(���N���($&���@	M��	�$&���3���g	(���N�[��)+�N$&�3	(���
�[��)7�N�.$&"=	G�}��"\�/�^$ � F �����5�
�����>���zA�p
���+�(�N�>�+:5�}�%�/��:
�����%�P�+�%���H�[��)+��"%$&�?���@:'���(�
�+�!A . ��)+��"%�
�^����	i�}�+,@�
	(�`)7�@����� �+	(�!� :C�+��)�� �@"��?� �}�L�L:hoX	(���+:������W��"��!� 	��
)7�@�����L	��H,@���&���#���/���#��	����+�K$&��	(��9������&"�f������>$&�h)+�+��	���$&�
�[��)7�!"O�����
�
��	g�������
���i�b���]	����/	!f�	��
�+:%�>��:N�}� �@�#$ 	�	��!� A
B �P�L�r:*�>��:��}�0�
��)��.���(���>	��i�}�+,@�S�%2LVL����,@���&�����1���
�0)7����	���$ ��,����&�
�@AgpH�
�1��)7	(�}���
$&��$ 	�$.����,@���&�����H���������
��	
�}�*	����/	X�+V
��)M	X,����&����o�	��
�*,��@� ����� F $.�&�-�P�3����<=��"=	��!�
�L���($&��9>	��
��$J	��+���/	�$&���^���(�r)+��"�"�A�B �}�L�r:^�>��:^���."����P�
9�$ ,����'�5�L����"�$J	�:@f F ��$&)�� F $&�.�I)�����"��X	����X	(��	����O���
����9�:
	(�%$&��)�� ���
�H	(���\9�����,L$ 	��/	�$ �������
�P��	����@	�$.���
�+���+�(9�:X���P	(���
�}�L�r: F $ 	(�5	����/	\�
����"($ 	�:@A

8.2. Command Interfacep
��� ��"(�+�4)7�@�#�>����� $&�@	������6��)+� $&"T����$&� 	e��� �C"($.�XQ
���&�S	(���(�>$ �}��� Qz	�:L�}�S�#�r�
���x�b�����>��V
$.�%��� �P����	M�/��$&�.$ 	�:�A
p
���'�>��$ �a�����@���
	c$." �_^�` � 	�a ��b�c$c � `)dfe 
�A p
���+�(�



162 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 2

���(�W	 F ��	�:r�P�!"^���>)+���>�>�/����"�A pH�
�?2���"=	e)+����"($."=	�"
���N�����e�&�+	�	��+�q�r)�)���"($&���}���&� : ���@�&�&� F �!����:C�W�r���i�}����o
	����#"���)+�����e$&"N�/�e�!�%���=:@����$.) ���
����:T�.���
9��}�/9���A�� �
��Q
�(���@	��J:�f �@���+��$&��"d���(�X"����
�P����	����c	(�}�/	d�.$&"�	!fP�
$."����.��:�f����+Q
2����*�����
���&�+	(�*���&�!���+��	�"N��:',����($&����"i)+��$J	��+��$��LA � ���XQ
���/���
"G�>��:*�}�S�(�!���q���(���Z�i2��&� F $ 	(�q	����S)7�@�#�>�����
� a 	 � d ���3��! �0$6� 
�AOp
���\���
	(���L	-���x�/��:#)7�@�#�>�����>)����
�P����$ �P���U	��c�q"=:
"=	����D)+���>�>�/���xA � ���>�>�/����"1	(�}��	
)��}�/��9��G	(���G"(�
�(�[��)+�G����	(���\���L�L�!� F $.�&��)!�/��"��G�+���+�(9@$ �!"
�����N,@�@� �����!"�	(�d�}�
�(��)!���.)+������	��!� A �-�@�#�>������"O)����i�P�
�&��9�9����e	��U�q2��&�#�����N���/	(���N�����}�+	�$J	�$ ��� F $ 	(�4	��
� a 	 � d
)+�@�#�>�����xA

8.3. Graphics
! 	#$&"i�P��"�"($ ���&��	(�T�(�
�Y	(���c�����(�[��)7�3�O,@��� ,���� F $ 	��
���L	
����:�9������
��$.)+"�A � �L	3�}�!$ ��9 �/���&�T"(�+�T	(���e"����(�[��)7�e$."
��� F ��:L"1��$&)+�@fh�/���^����	����U��"�"��+��	�$.���x	(�q�
���L����"=	������
$&�
9�A
"\���b���=	������/	(�!� :@f��+,@�+��:*)+���#�
�
	(���H"=:
"=	(�!� ����"H$ 	�"
� F �
F ��:;���N�
$."����.��:L$&��9W9���������$.)+"!f\�/����	(�������T$."*�
�Y�
��$JQ
,@���("����g"=	M�������/���xA0p
���#�O,@��� ,����d$."��@�.�/	(�!"\	��
��"=:L"�	(�!�XQ
�
���}�����
���@	N9������
��$&)�"d	��c�
��� F $&��93�.$ ���>"��+9@�����@	�"N�/���
	���$.���
9@�&��"X$&�?	 F �4�
$.������"($&����"�A4pH��$."X)+�L	�"X�
� F �Y	��
�
��3P����	q$ ���P���=	�$ ��9'	��W�
� F "=:
"=	(�!�#"�AapH�
�e�O,@��� ,@�+� ��"
����$&�;9���������$.)+"��(���
	�$&���^)!���.)7������	���"#	(���c	��($��/��9@� �!"�	��
�P�3��$&"������+:@��� ����� )����.�&"i	(���5�
�7,
$.)7�+Qv�
���}�����
���@	#"����LQ
�(���L	�$ ���#	��U�
�c	(���*�
$."����.��:�A5pH�
�*�
�+,L$.)7�*)+�����.�4�P�q�
"�)7�(�+���c�
$."����.��:*���1�i9���������$.)+"G���
	(���
	G2�� � F �($ 	(���!A

p F �%)��.��"("��!"����h9������
��$&)�"-�
�7,
$&)+�!"K���(�\������,L$.�
���>�b�����
	�����"��q	(�}�/	#)!�/� �
�T	(���!$ ��� F �Y,L$&� F $&�
9T	(������"������(�>�/Q
	�$&����"%�/���4��$&���
�+�W"������6��)7�>�(������,����zf]�����4	(���@"��#	(�}��	
)!��� � 	!A0p
���X�b�������+�S�/�(�X"($.�����J:c�
�(��,L$.�L�!� F $ 	��e�*�&$."=	
���L	��($��/��9@� �!" F $J	��N,@�+��	(�+VS)+�r�����
$&�}��	���"]$&�N	��
�(�+� ��$.���+�
Q
"�$ ����"!A . ���N	(���*����	(	(���!f�	(���q�O,@�@�J,@�+� � ������"X�/�?$&��	(���=Q
�}���@,
$&� F $ ��9�	�������"��b�����>��	�$&���X�>�/	(��$JV f�"(����	�"g	(��� 	(������"=Q
�����(���!�d	��($����
9@� �!" �����@�a����) � 	��\�b�(���@	�f/�/���S�b���!�
" 	��
�!�
	��c	��
�*�
$."����.��:e�(���
	�$ ���Uy[����$&�@	��+� � "%��� 9�����$ 	(����~7A5p
���
"(����	�$&��9;���&9�����$J	���� F $.�&�d����	^"����P��$ ,L$.�L�4$ ��	��+��"��!)M	�$ ��9
	���$.���
9@�&��"�A ! �O	 F �>	���$.���
9@�&��"\��,������.���xf}$ 	 F $&�.�
<=��"�	12
���
����� �P�@$ ��	�$ �i	��
�H�!,@�+�����/�#�����X)+�����}�����H�
�+�
	(��"]	����+�(��A
pH��$&"G)����c� �����*	��#"��@���S"=	�������9��+Qv�&�r� � $ ��9��
$."����.��:
"
�b���
"�	(���/��9��S"��
�(�6��)+��"!fr���L	�$J	 F ��� � " F ���.�h�b���
	��
�0	�:L�P��"H���
"(�
�(�[��)+��"H�b��� F ��$.)��q	��
�%�O,@�@�J,@�+�\$."H�
��"�$ 9��
�!�xA

{ :1�6��,����($ 	��I9����/����$&)�" "�:L"=	��!� $."h	��
��9����@�N,L$&� F �
�(��Q
9������ ��� ! �($." F ��� � "=	M��	�$ ����"�A�$1���@�N,L$&� F $."0���e$&��	(���=Q
��)7	�$ ,��*,
$ � F �+�X	����/	#�&�+	�"i	(���5��"(�+������	��/	���fI	�������"��.�/	(�@f
8��r���3fr�����>��	��
��� F $."����#�!,@�\	(����"(�
�(�[��)+���@:>�
����9�9�$&�
9
�5������"(��)+�
��"����0��,����d	��
� F $&���L� F AXB ��$&9��LQv�+��� ! �($."
F ��� � "=	M��	�$ ���')����'�.$ 9��@	�f�"��}���
�������4"�������	���� :U�(��	��/	(�
�5"������6��)7�>)7����"($&"�	�$&�
95��� "(�7,@�+�����g	��
����"��/���U	��($��/��9@� �!"�A
pH���c�O,@��� ,����#$."�$ ��	(���(�[��)7�!� F $ 	(� 9��+�@�N,
$ � F "(�T	(�}��	

	(������$."�������:#$." ���L	��@�>��	�$.)����&� :X���P���/	(�!� F �����
�+,����K	��
�
"������6��)+�e)��}�/��9��!"�A $d�����N,
$&� FDF ��" F ��$J	(	(���a�/	3pH���
$d�+�@���+	(��:��-����	(��� �/���#$."I�b�(����� :���,���$.�.����� �%y["(�+�
�(�r����	(Q
F ���(�SB\,���$.�.����$.�.$J	�:�
#��	G	��
�S�+���5����	���$&"\�/��	�$&)�� �/~7A

��	��
���G	�:L�}�!"G���I"()+�(�+���c��$&"������+:
"G�
�#�
��	�����,@�N"���)��
�[����)M:%,L$&� F )7����	(�(������"O9������N,
$&� F A ! ��"=	(����� f/	��
���(�G$&"��
	(�����#$ �}���JQz	�:L�P�-)+���#���/���i$&�@	��+�(�6��)+�K	��}��	I� �+	�"�	���� ��"(�+�
)7����	(�(����	(����,L$&� F $&�
9T���
9@�&�q�/���W"($&8+�����
	(���q�
$."����.��:@A
p
��$.">,L$&� F $&�
9'	����/��"��������>�/	�$&���`$."q���&"(�W��"��!�;������	��
�
9������
��$&)�"H���
	(���
	G2�� �!"�A

pH���+�(�c���(�3"��+,@�+�����
9����/����$.)�"X���L	����L	#2�� �3�������>�/	�"�f
���@"=	H�
��	������J: �]�@"=	M�L)+�($&�L	�AOp
���S"������6��)7�!"
$.�&�&��"=	(���/	�$&�
9
	(��$."1�/��	�$.)�� � F �+�(�i�L����� F $ 	(�c	(��� �]�@"=	7�r)+��$ �
	��b���(����	�A
p
�����������(�����."��0�����(�>�/	�"O	(�}�/	-�&$."=	�	(������"������(���!�����K���LQ
	(������"������(���!�>	(��$.����9��&��"H��"-	��7Vr	!fL"���$ 	������&�1�b���
$&�
���L	
	(�
��	����+�G�
�(��9������>"�A

8.4. Other Commands
! 	�$."%�P�@"("($&���&�>	(�T���!"��+	%	��
�*,���� ���!"%�����>�/��:'���������XQ
�7	����("*�L����$ ��9W�(���@	�$&�#��fH$&��)��&����$ ��94	����^9�����,
$J	M��	�$&���}���
)7����"=	�����	!fL�P�r�L:*,��@� �����!"�f
)+����"=	�����$ ���!� ��������	�$ 	�:�	M���=Q
9��+	�"�f
	��
�T��$ 3}��"($&���C)+����"=	M���@	3�/����	(���U��"����=Q��L��2��
�!�
,�����$.�����&�!"���"��!�T$&�T�������%���.��"1�����0)+����"=	�����$ ��	�"�fP�P�������rQ
�/��$&��"�f ���}�/��	�$ 	�$ �!"G�/���3���+	��($.)+"!A

pH���T)+�����(�+��	3"������6��)+�T)!�/�C�}�e�
�����P�!�;	(� �4	��+V�	
2��&�^$ � 	��
�U"������c�b���(����	q��"�	��
�U���/	��e2�� �@ACp
��$.">$."
	(���0����� : F ��:�	��#"��+,@�N�X2�� �@or	(�������N$&"H������$ �}���=:5"���,��
�b�����>��	�A]pH�
� 	��7Vr	g�����(�>�/	O����"]	��
�H���r,��/��	M�/9���"]	����/	I$J	
$&"
�}����	������&�@fr�!�
$ 	������ �0�����q�
��	
	������%��)��5���/�(9���� 	��}�/�
�i��$&�����=:q2�� � F �����&�5�P�@A

B��b	(���%�#$ ��$.�#$ 8!$&�
95���
���(9�:'�/	%"(�7,@�+�������&�+,��!�&"S���
�(�7Q
2
���!���+��	�fI$ 	#$."i�P��"�"($ ���&��	��T�+Vr	(���/�P�@�.�/	(�*	(���q���
���(9�:
	(�����c$ ��2���$ 	(�!� :*2��
�S�(�+2��
�!�����@	�A�pH�
�N�+V�	����/�P�����/	�$&���
��"(��"�	��
�U2��}���1���
����9@$&��"����S	(���(�+�T"(��)�)7�!"("($ ,@�^�(�+2����7Q
�����@	�"X����� ��"("�������"��^�P� F �+����� F ���
���(�@��)��?	(�U	��
�
��� 	�$&�>�/	��0�#$&��$.�%���3A

9. APPLICATION: THE HOPF CONE CONJECTURE
! �X	���$&"I"��!)7	�$&��� ! �
�(�!"��+��	-�����+V
������� �H���h�d)+����<=��)7	��
�(�
	(�}�/	 F ��"g"��+	�	��&���*y����+9��/	�$ ,��!� :�~h	(��������9��N	��
� ��"��-���L	��
�
�O,@��� ,@�+�!A
! �X)+����"=	�����"=	]	���	��
�
"($ 	(�}��	�$&���i$&� � � f�	��
�
)+����"("($&2�)!��Q

	�$&���4���\��������Q��#$&��$.�#$&8�$&��95�@:L�}����"��
�(�6��)+��)+�����!"%$ �	�  
$&"���� � �
� F �xA . ����� � { ���(9@���U����)7�X)+����<��!)7	(�����!�5	��}��	
�X)7����	���$ �3)7�����0$&� �� �$&"\�/��"��@� �
	���� :q�/�(�!�X�>$ ��$&�>$ 8!$ ��9
j { ���(9@���^k+l�m�t
f��xA}k�n�s�m/u�A "�"��G���}	��
�1�O,@��� ,����K"��
� F ���
	(�}�/	K	���$."-$."K����	-	��
�1)!��"�� �I�N)+���#�����($."�����"����(�[��)7� F ��"
�b������� 	(�}��	*����"*� �!"("����(�!�4�����>	����^"������c�P���
��������:@A
p
��$."0�+V��������&�#$.�&�&��"=	(���/	(�!"d	��
�#��"��#���G� �G$&���>������$��/�



Brakke: The Surface Evolver 163

���+	��($.)%	��5�}�����#$J	%�q"(�
�(�[��)+�#$ �T	��
�(���#�
$.������"($&����"1	(�
�(�+���(��"�����	I���
�H$&�X�������I��$&�#�+��"($&����"�f/�@:i�
�(��<��!)M	�$&�
9d���L	
��"�:L�#�#�7	��=:�A

{ ���(9@������"\)+�����%$&"G�}��"��!�5���3	(�����G���
�O2��
���/	�$&���c���
	��
� �/Q�"��
������� $ � A 5x�7	�$ � �}�������������+	(��$&8+�!�4�@:����
j g�� � ��n�uvf���� j g���n��huG����� � � j g���n � uvfO��:?�����/��"i���
	��
�N�b���(�i������"

� � � )7�@"��i)+��"����
� � � "($ ���i)+��" � � � � �C)+��"	�i"($&�
� �

�  �C"($&���i"($&� � �
F �
���(�Ny � � � � � � � � � �  ~g�/�(�
	(���G�I��)+�.$.�L���/��)+�������
$&���/	���"
���I�X�P��$&��	\$&�
$ ��� �  A�p
���S�P�����������=:5��� { ���(9@������"
�\�����O)+�����N)7����"�$&"=	�"H���]	(���0	(�������N"��
�(�6��)+��"

� � � � g
� � � � �� �
� � � �  � �

y[�#�r�^n �g~ �
y[�#�r�^n �g~ �
y[�#�r�^n �g~ �

pH�
�!"��
	(�������H"(�
�(�[��)+��"O����,��H8+���(�0�����/�#)7����,��/	(���(�G�����
�����+	O�/	
k!nbg/Qv�
��9��(�+�
�/��9@� �!"g���&���
9\	(����	 F ������	��
��9����}���
)�$ ��)�� �!" � � � 4 � �� � k0����� � �� 4 � � � k �

Theorem.
{ ���(9@��� � " �G�����h)7�����\$&"�����	
�/��"��@� �
	(�!� :��������

�#$&��$&�#$&8!$ ��9�A

Proof of .
p
���i$.�
�!�#���O	����%�
�(�����K$&"\	(�>	M� � �%	(�������
��Q

	�$ ����	%"(����)7�>��� �  �#�r�
���&�3	(���-�G����� 2��P�+��" $ � f�	��
�
�(��"(��� 	K�P��$&�
9)� � F $ 	����0���+	(��$.)H"���)��X	����/	�	��
�1�/�(�!�0���
�%"(�
�(�[��)+�1$ � � � $."K	��
�1"������d��"K	��
� �/Q��������N���h	��
�d�.$ �b	
���g	(���%"��
�(�6��)+�S�}��) � $ ��	(�-�� /A-pH���N�#�7	��($.)d	��
�(��"G���L	
	��T����,��3�^�}��	��
����� $&��	(�������(�7	M��	�$&��� ��"#�U)7���
�5"��}��)7�@f
�&�!����$ ��9?	��;�Y"($.�����&�e)+���
��	(���(�7V����#���&�U	(�}��	c)!��� �}�
,@�+��$&2
�!�q��:*	��
�%�O,@�@�J,@�+�!A

pH���N���+	(��$&)d���/�  $&� �\���
�O"����
���($.)!��� )+�������
$&���/	���"
y
� ������� � � ~ $."

��� � � ��� � 4 � � ��� � 4 � � )7�@" � � ��� � 4 � � "�$ � � �#� � � �
pH�
�*)+�r�����
$&�}��	���"S��� 	��
�
���
��	�$ ���@	i"��}��)7�-� � F $&�.���}�
y
� ����� ��~7f F �
���(� � ��� � � AXp
��������	(����9��������&� :^���(��Q
<=��)7	����3���+	(��$&)0$."

��� � � ��� � 4 � � ��� � 4 � � "($&� � �i)7�@" � � ��� � �
pH�
�5�&$&��	i�����c�}�@$&�@	�$ �7� � $."i�U)+$&�()��&�����\)+$&��)7�������+��Q
����)+�Un����
A �G����)7� F �^)����;�>� � �q	��
� ��Q��/�(���U����	��
�
�.$ �b	\���I��"������6��)7�S����,@�in �e	�$&���!"
	(���%n�Q��/�(�!�#$ ��� � �@:
�%��� 	�$&��� :
$ ��9>	����X�.$&�
���/�0���7	���$&) ���X�@: � �Lfh9�$ ,
$ ��93�/�
��3}�!)7	�$ ,��S�#�7	��($.)0���

��� � ��� ��� � 4 � � ��� � 4 � � "($&� � �i)+��" � � ��� � �

p
��$&"%)!���'�P���>���L�#	��^�&��� � �#���(���.$ � ��	��
��������$ �}�/��:
"��
�����($.)����1)7�r������$ �}��	��T���+	��($.)^��:;��"�$ ��9Y)+�����(��$&���/	(�!"� � �� � ��� � ������� �an�� AIpH���+���� � � � �� � � � 4 � � ��� � 4 � � "($ � � � ��� � �
p
��$&"1$."G	��
�X����)��.$&�
�!���^"(�
���+��$.)�����)+�������
$&���/	��%���+	(��$.)�f
�7V
)7���
	\�b���G	(���N�[��)7	(����� �� 
 k�f F ��$&)��^�>� � �!" � � $ ��	��
�X)+�����N"��}��)7�@A

{ ����9��/��� " �\�����
)+�����K���(��<=��)7	�" 	��G	��
�(�+�-�������
�!"x	(�}�/	
���+�+	N��	>k!nbg*�
�+9��(�+�!"�fx�*)7����2
9��
���/	�$&��� � �
� F �U	��*�P�
�/��"��@� �
	(�!� :q�������X�>$ ��$&�>$ 8!$ ��9�$ �q	����S"=	M�������/���5���+	(��$.)
��� � � A ! 	�"G��������$ ��"($.�L�d	(���0����$J	\"������+�(�>y[$&�q	��
���\�����
���7	���$&)�~0$&"Xn���A �G� F �7,@�+�!f]	(����)+���
���[��)M	����%�>� � �!"%$ 	
�����(�S�+Vr�P����"($ ,@�0�����1��"������6��)+�0	(�#9��#������$����.�J:5$&� F �/���
	(�}�/�*	(�X9��X"($.�L� F ��:
"�A ! �5�N	 F ��Qv��$&�#�+��"($&���}���})7������fL$ 	
$&"O�!��"($.�J:%"(�+���3y[�@:%���
�(�@�&�.$ ��91	(���H)7������~x	����/	I9��+�L�
��"($.)�"
�+,@��$.�e	(���>����$&9�$&�xAqB "($&�>$&���/�N�
���+���@���+�����4�������}����"
�
�����@ACp��?$&�#�
�(�!,@�c��� �G��������"�)7���
�@f �����^"�	����=	�"#��:
�L���b�����#$ ��9T	��
�5	(���(�+�3�������
�!"X��:Y�
��"���$ ��9T	����5�P��$&��	
��	3	(���e���($&9�$&� ���L	3	(� F �/���C�����e���%	(���e�P�����������($&��"!A
fC�
���q�b�!�q$ ��	��%	����S�r�����6��)+�S�O,@��� ,@�+�!f�	(��$&"H)7����2
9��
���/Q
	�$&���e�7,@�@�J,@��"1	��q	��
�#"����(�[��)7����� . $&9����(�>mLf F ��$&)��T�}��"

FIGURE 8. �����
���1�621� �����)���P� �������	���"21���6��DH(�
������� ��21AV�!�
	 ���?��(6���������&�����������@���621��$P�����-����21���&��������2
��#�A��"�<��21�H�"UV�7��
�
.8c�1(7���"��# �7��
����VA�21� �!� !e�"��21��
��"�?�������6�
�����.�'�1(����"21��$GK?�����0��� 9)�����>�1��21� ���"�`���	����#��%�����>�����V����2
���'�����,�1(����"21��$

�/�;�/�(�!�^���1tLA�k%��f��&��"�"N	��}�/�Y	(�}��	���� { ���(9��/����"��\�����
)7���
�@ACpH���^���������($.)����H�����(���("*$ � 	���$."*�������'�����U�L���
	(��	����i�r�����+��$.)����]$&��	(��9����/	�$&���U��"����^	(�5)!���.)7������	��N	(���
�/�(�!�����]	����S�[��)+�7	�"\�����5	��
�S9����3�}�+	 F ���+�3	(���N)+�
��,��!�
�}���
�����/��:c�����5	��
�N�6��)+�+	�"�A �-��	��3���g	(���!"��N)!�/�^�!��"($.�J:
�}�S��"�	�$.�>�/	(�!�*	(�#�P�S�&��"�"
	(�}���q	��
�N$.���
�(��,��!�����@	�A! 
p
���7�\������)7���
�?	(�}��	T������<��!)7	�"c	���	��
�?	(�+	(�����
�!�L�����
)7���
�
$."g���&"(������	I�#$&��$.�#$&8�$&��9�A�pH�
�H�O,@��� ,@�+�g9�$ ,@��"IsrA � �
�b��� 	��
�S�������%���x	����0)+�����}���($."����q"������6��)+�0$&� . $&9����(�Sl
f
F ��$&�&�U	����4�������?���N	(���e)+���
�4$&" �K)7�@" � � y �Nk � � ��~ �



164 Experimental Mathematics, Vol. 1 (1992), No. 2

s � t��rn��LAUpH�
�q�����J:W��	��
���X�#$&��$&�#$&8!$ ��9^)+�����q$ �Y"�	����LQ
�����(�+� � f�	��
�%_}�/	1���.������fh���."��*�
�+�����(�#"\	��q��,��@$.�3	��
�
����$ 9@$ ��AKpH�r��"\�
���
�N���g	(���%��������Q��#$&��$.�#$&8�$&��9�)+������"�$ �
"�	����������(� � � �&$&�b	�" ,
$.�i	��
���\�����g2
�����/	�$ ���q	(�>���#$&��$ Q
�>$ 8!$ ��9#)+�����S$&���  A

FIGURE 9. �J��DH(5�!21�
�1���<�1��21�3�����`�*��2'�����>������2[�!�6��#�2[��

�?��(6�`�������	$]���6�E���621���H��������2,��#�A����,
����]���:�����H���6�.�
�1(�����21�	$LI?A	�����'a������?�1��21�3�!�"�O���	����#��`����� ���"�	����2J���T�����
�1(�����21�	$

10. FUTURE DIRECTIONS
pH���W�������6��)7�4�O,@�@�J,@�+�3$&"q�
���
�+�3)+����	�$ �r�����1�
�7,@�!� ���LQ
�#�+��	!A ! F �!�&)+���#�5"���9�9��!"=	�$&����"X�����@� ��"����("��b���#�
� F
������	��
�(�!"�A ! ��	��
�+:��/�(�G������"(���}�/���&��f�	(���+: F $.�&�L�}�\�����L�!�
��"
	�$&�#�0�}���(�>$J	�"�A

���@���\�>�/	��
�!�>�/	�$.)���� �@����"�	�$&����"K�����#������9������#�#$&�
9
���(��<=��)7	�"
�����G	(���0���
	(�����%�����0	(���S�b�@�&�&� F $&�
9'�

� �G� F )+�&�@"��%$ �c,����($&����"�"��+��"��!"\$."1�/�T�O,@��� ,@�+���#$&��$ Q
�>���P"������6��)7��	(�%	��
��	(�(���1"(�#����	(�q�#$&��$.�>����"����(�[��)7�
�b�����X9�$ ,����3�
�(�����&��� �

� p
���i�I,��@�J,@���G9�$ ,@��"1�/�c���
�P�+���}�������3�����G	��
�i�������
���*���#$&��$&�>���i"��
�(�6��)+��A p
���?	(�!)��
��$ �����W��� 

��� ;
. ���9���4.��0! ��f F ��$.)���9��+���+�����&$&8+�!"5	(���W�#$&�LQ�)7�
	(Qv�>�/VrQ
_
� F �L�}���.$ 	�:N���(��� ���7	 F ��� � 	����+���=:�f�)!�/�i9@$ ,��
�&� F ���
�}���
����"�AIBa���!����Qv�#$&��$&�>���}"������6��)7�d"(�
�����.���P�S�/��� �
	(�q9��+���+���/	(�������!����Qv�>�/V
$&�>���])!���.$ ������	�$ ����A �\����)+�
�X9������ $." 	��#�}�+,@�0	(���N�I,��@� ,����H9������+����	��N"���)��c)����JQ
$ �����/	�$ ����"!A

� �G� F )�� �@"��d$&"H���3�O,@��� ,���� �+,��@�&�L	�$ ���*�@:��#�!���q)+�
��Q
,��/	(���(�N	(�q�/�U$&�
�!����"�������	��3�+,@���&�L	�$&��� �($0$J,@�+�U���
$ ��$J	�$����r"�������	��X"������6��)+�@f�$&"I$J	I�P��"("�$ ��� � 	(�0)+����"=	�����)M	
�/� �I,��@� ,����c�����
�(�!V
$.�>��	�$&���C	(�}��	^"=	M�+:
"3)�� �@"��T	��
	(���#$&�
�����O�7,@���&�
	�$&��� �`B �����(�X�P���(�#$."("($ ,@�i����	�$&���
���O���
���(�!V
$&����	�$ ��� F �����&�5"���:�	����/	G�b���H����)��3�I,��@�JQ
,����-�+,@���&�L	�$&���#	��
�����1$."
�/�*$.�L�����}"(���r��	��>�+,��@�&�L	�$ ���
	(�}��	�"=	M�+:
"H���!���\$J	�A

� pH�
�-)+�
�(������	]���+	(���r�S�������
������V
$&�>�/	�$ ���d	��\����	�$ ���
��:U�����/�e)+�
��,���	��
�(�X�
���!�
"d���
��	��
���0$ ��,��!"=	�$ 9��/	�$&����A
pH�
�*9�������$ ����	i���G�+������9�:W$."X�c)+��,��!)M	�����f��/���?����Q
	�$ ���N$."]�
,��!)7	(����A]p
���-)+���@,@�+��"($&���S�����@��)+�!,@�!)M	����x	(�
,@��)7	(���1�(������$ �(��"0�����+	(��$&)%���d$&���
�������(�r�
��)7	�A1pH���
$&�
���+���
�(�L�L��)M	*��"(���;�@: 	��
�T�O,@��� ,@�+��$."#	(���U���LQ
)��&$.�L�����Y$ �����+���
�(�r�
��)M	���	X,@�+��	�$.)+��"�f F �!$ 9���	(�!�?�@:
	��
�X,����=	��+VU"=	M�/�N�/�(���LAX�\	��
���S$&�
���+�0�
�(�L�L��)M	�"S�����
�P��"("�$ ��� �N�����5�>��:q����,��N�
��"($&���/��� �0���(���P�+��	�$ �!"�A

� ! ��"=	M����$.�&$ 	�$ �!"
���g	����0	�:L�}�i�L�!"()+�($&�}�!�c$ �SiPtLA �>���b	(���
�.$&�#$ 	0	��
�>"�$ 8��#���-	(����	�$&�#�#"=	����'$ �?�/�'�+,��@� �
	�$ ���xA
pH�
�!"��c$ ��"=	M�/��$&�.$ 	�$&��"i���+�!�Y	(�e�P�5�����L���("�	(�r�r�;�����
���+	(���L�
"N����,��>	(�^�}�*�L�+,@���&���P�!�T	��^"(�}�����'�7,@�@� �
Q
	�$ ���xA

� B��L	�������	�$&)%	��($����
9������/	�$&���e�>���}�/9����#�+��	0���+�!��"1	(�
�P���7Vr	(�����L�!� A��-�����(���@	��J:�f ��"�����"d�}�+,@�X	��3������$ 	(���
	��
�q"(�
�(�[��)+�>	��($����
9������/	�$&���?)��&��"��!� :W�/���?$&�@	��+��,@�+���
�>�����}���&� : F �
���4$J	S9��+	�"1������� �!�U�
��A ! �����}�X	(�5�}�
�����&�*	(�e����,��3���@:Y$ ��$ 	�$����
"��
�(�6��)+�q�7,@��� ,@�*�����#���@:
�&�+��9�	��W���
	�$&�#� F $ 	(�����L	X��"(�+�X$ ��	��+��,�����	�$&����fO��"i$."
��� F 	(���G)!��"��H������"=	���$ ��90�7,@�@� �
	�$&���#��"I�
��"�)7��$ �P�!��$ �
ihnrA �LA

� B��%$&�@	��+����)M	�$J,@��9����/����$&)!���@$ ��	(���(�[��)7�K)+�����&�N�&�7	]��"�����"
"��!� �!)7	 F $ 	��%�\������"���	��
�K9��+�@���+	(��$.)I���&�!���+��	�"Kyb,@���=Q
	�$&)+��"!f}���
9���"�fh�7	�)�A ~c	(���7: F $."��^	�� F ��� � F $J	���f �����
$ 	1)+�����&�c�}�X���^$&��	(������)7	�$ ,��S	����@�x�����G	��
�i�L�!"($&9��^���
$&��$ 	�$����h"������6��)7�!"G�����3���/	M�i2�� �!"�A

REFERENCES�
I?

DHA�21��� 
�� 1�,�� )=$bI?
�DHA�21���'a�� � ���6��D-��
7�1��21�3�����O�*��21DH���6a	�
���
�����
���������������������� ���!�"�$#%���&����')( � 
�� 1�, ��a 
 �+* � 
�, ,�$�
I?

DHA�21��� ����#R�F��8�
���2 
��-, ��� )�$EI?
�D�A�21��� ����#/.�$ � $

�L��8b

��2"a0�1�����RA��"��D��@��2�8 ���S�1�V��( C�
�D�� �!�6# �1�V��(
���6����
��"����a21 �����3����� 45�768�9�3':������� �;.���
.8 
<�-, � ��a�1�, � �>= $�

Y=2[� � ��� 
��-,>, � �H$�IE$�Y=2[� � ���	a 	�
���
�?�����?��@?BAC� 1�D 'EA��-���F�G ����HI
������KJ D ':L+��� D '�� aNM`21�����"�@������_?�6�.�	��21�1�.�\8OM`21�"�1�"aM`21�����"�@�����%a�K�.�a 
��>,>, $�
Y=2[� � ��� 
���� 
 ��� ��$�IE$�Y=2[� � ���	a%1�D 'EA��-�P�RQ)L+?��"L+�3')
���� D ��� a
�;�"�1� ��21�[� �;�"(5��2��TS'�US = 
 a ���6�RS?����DH����2�8 �J���	���"2"$ �V���� �V���*�\9��!21�`I �	�!�

*������
��.�\8��=�5��

�"9X�/��2'�����/��21D-�!�������M���,��� 9
���H�������������.� $�

Y=2[� � ��� 
��>� 
 �V� �H$4IE$4Y=2[� � ���	aW�1����� ��(5��UV��� �����5�
(�21����

��D��6a��
� JX?��ZY D ���E�%#�[�Y����!�9���5\]��?��9�3��':���:H �/����#��"�
����#^�5�b� �b
���� a��"#��.���"# �V8^.�$ � $4�L��8b

��2 ��a&I?DH��21�
� ���� �!�����"D-�!�����!�!
 �V�b�������\8	a�M`21� ����#����6����a �8_�a 
���� 
 $�

Y=2[� � ��� 
��>� ,���� �H$PIE$PY=2[� � ���	a`� � ������D&�!
)�1��21�3�����"�"a
�"��21�6��21�"aF����#)9;�
21�����6aba ? D ':�����R?BAc\]��?��9�3��':����68����� G H:�dHe � 
���� , ��a 
�
 � = ��$



Brakke: The Surface Evolver 165

�
Y=2[� � ��� 
<�>� ,���� �H$bIE$�YJ2[� � ����aT��S?2[�����&A�21� 9����-9;�.���-�����
�V�621� ����� �0�	��
.�	��2��6a������ ���-��?��)'�?����������E�%#+H7?BA ��
����c?�'
	��H�
�?:Y`?�� J5?��8Y D � ������?������]JT' G H�� ���8\R'P?�
 �!�%# � ��#�������# �	8.�$ � $��F��8�
���2 ��a�I?DH�"21��� ��� � � ���6��D-�!�����!��
 �V�b���
�@�\8	a+M`21�"��!
��#6�����"��a �]_�a 
��>� ,�$�

����
�
*���7���Q���O��
e$ 
<�>� 
 � � $ ���!


*���7���%a�ML$(�J�����"���O����#0�W$
)L�����'aU� �`����21A�8�DH�
����DH�
d�����A4� ��(���


*��2�8c�1��21�3�����"�,�/��2,����!
�������]�"���	����������21���6a%��� JX?��ZY D ���E�-#W[ Y����!�9���U\]��?��9�3��':���:H
�/����#��"���!�6#��5�b� �b
���� a7��#�������#:�	8@.�$ � $B�L�@8�
���2 ��a5I?D���21� !
�!�!� � �!������D&� ���
� ��
 �V�b�"���@�\8Va�M>21� ����#��"�����	a �8_�a 
��>� 
 $�

� ��� �b��� �!�6# �L���1d�
�� 
�� 1 , � � $ � ��� �b��� �!�6# � $ �F���1d�
��6a�BM`21��DH�����.�	���T�*��2B���6�0D-������(��6
*�!�������O���	����21��� !e#���D������1�����7��

�1���T#��.�����1���������6aB�'�"�[���6��� ��
��;��(T��2�� � � ! � ��! ��1 � ! 1 , a � ��!
(7��2���D����	�F�����J��DH(�������2 �V�"�������"��a<M`21�����"�@�����<_?���.�	��21�1�.�\8VaM`21�����"�@�����%a�K�.�a 
�� 1 , $�

� �.�1���"
�D-�����R����# �?��21�V�6��A�� �E$ � �.�1����

D-����� ����#R_E$
�?��21�V���6A�a � �	8�DHD��@��21�����!�!(6��
�
*��2�8��1�621� �����"�E��� �Q�����T���
� (�21�"(�21���	����$�

� ��21AV�!� 
�� 1���� )�$ � ��21AV���%a�� �M��21�7����� !3�\8�(5�>D-���1�%�5������#6�
����# Y=��21�������"��� ��������21�"DH� �*��2 �!21�!��!eDH�����
DH��d"����A #7�!�
���7�������`D��b#���
�������a JX?�� �����]��':�����7� ����Q�������� � 
�� 1"� ��a
 ,�	 , � 
 ,�1 = $�

� ��21AV�!�V� )�$ � ��21AV���%aZ� �V��21�3�������EDH���6��DH��d"����AP��21� �Q(�
����

��"��A����4���F�1����A���
*��2��"��2��	�����0� (621��(�21���V����$�

M`21���1�`���=��
e$ 
�� 1�1���� $-M>21�"�1�"a	YO$�)L
*��������2�8Va �5$	�G��� ����
�� �V8
����#�� $� `�@�1���"21
�����A6a! �D ����':�������#"U����� Y��:H �!� J a%���!D�!
��21�
#�A��O_?�6�.�	��21�1�.�\8 M`21�"�1�"a�K?�@9�$`��2 �5a 
�� 1"1�$�

�?����d �@� ��
e$ � �`$ � $0�?����d	a .�$ �Vd"� ����
�8 ����# ��$QIE$
Y=2[� � ���	a7�
%?� �1��DH�PDH���6���1�����-(�21����
��"DH����� D&� ���"21�*��
��
(�21�b�"���1�1����A>� � �1����D��.�1����# ��� 	V'����VH&� �:'�?�� ����� 1 � ���3��:��H:��� ��$�

�V�����1��� 
��-, 1�� �<$ �V�����1���%a�� �G�b� ��
�
.8W� UV���*����A���
*��20��21�*����A�� !

*�!�����������6a J5?��8Y D ��� a � e � � 
��-, 1 ��a ,+* = � ,+* 	b$�

�F��8�
���2 
��-, ��� .�$ � $��L��8b

��2"aT�1�����O����21���@���621�?���'�1�
��A���
*��2 !
�.���
���E��� �1�V��( !e�������6
���!e
�� ���P����# �1�V��( !eC�
�D�!e
�� ���&D�������D&�!

�1��21�3�����"����a 68����� 
@����
'�(�')�* � 
��-, � ��a�* 1 � � 	 =�� $

�
�L��8b

��2 
�� 1 = � .�$ �;$>�F��8�
���2"a�� �J��������21����������A��"2�8b������
�

�����
DH�
����D-��
 �1��21�3���������6a (6(%$ , ,�
 � ,"1�1�a ��� 1 ���I�E����'/?��
 �E���!�9��� 1�D F �9����� A�?��+�+H � �"#��.����# �	8 � $ Y=��DE�����"21� ��a
I?���7��
��W��� � �!���%$ �	���6#������ �')�, a�M>21�
�����������)_?�������"21�1�.�\8M`21���1�"aVM`21���6���@�����%a�K�.�a 
<� 1 = $�

�L��8b

��2 
�� 1�1�� .�$ � $V�L��8�
���2"a�� �J��������21�6�@�����������!�6#-����������� !
����21�"�L���E��2�8�������
�
������J�6���6#��.-5�"21���	���*����

�JA��"��DH�@��2�8��6a �)'�?�����������E�%#+H7?BA ��
�� JX?��<A3��'������P�C�!�/�7� �8�3'P�3��������� \U��?��9�3��' G�0
"]��?1�-� a �����3�E'�? 03254�676 aVM`�.�1��D-��� M>�6��
����1���
��A �%��#'$�

�G��AV��2�� 
���� 
 � .�$)�'�"AV�!2�� a0�1����21��� !e#���D������1�����7��
 #�����#
���	���"21� ���"��� ��� ��8�
�����#�21�
� ��
&�"���V���!�
����21���6a]IZ_\I?I (7��(5�"2
IZ_\I?I/! � 
 ! , 
�, *6a , , ��� .������V�WM`21��(���
��1�
��� �J���6�*�"21�����"��a
������2[��D����	���6a��JIEa�.����6� 
<�>� 
 $�

������D�(��1��� 
�� 1 , �8� $0������DH(��1��� � �G��21# �,��
.�����(��aZ�
% �
�����W#��.�����1�
���P���0�1(7�����<9;�.���PDH�
����DW�6D (5���1�1���6
��<��2121��2��6a68��� ��
�����
'�9��� � 
 1�1 , ��a 
 , 
 � 
�= *6$

SOFTWARE AVAILABILITY

����� �V�621� ����� �>�	��
.�	��20(�21��A�2[��D ���`��������
*����
����*21�"�=���5���7��21A���$_ �O���?9;21�.�1���"�c��� �?a5���:�1����� ��9���8����?���&�5�E(T��2�������

�W�5� !
�\9=����� ��8�������D��"$ �V���3��2M�.�M�7���M�T����� (5��2�����#:��� �V���'aN_\21���"a
K?�&:O�Ma�:?���6� �c����# � � ! � % �Q��8b�����"DH�"$O�����ED-� ����2?�&-5��2��
���Q(5��2�������A]���&�]�6�@9 ��8�������D �"�����1�������;���F9;21�.������A-�]�1�"21�����
A�2[��(��6�����?���	����21�3�����	$��?� 9=�@�	��2"a7�������?��� �3����21
.8��1��DH(�

��a7�1�����"�
�����O��8�������D�!e#���(5�"��#��"�	��21�������������������"#4���6
.8-#����1(�
/�@8-��21�*��� !
A�

���"$ �����W(�21��A�2[��D �!�!����
��1�-�5�E21���P9;�.���6�����O���	8P�1�"21�����
A�2[��(��6�����"a�9;��������D-� �����;�.��(T���1�1�
��
��O���H21���Q21��DH�����"
.8	$

I (5�!� ����A��,�����	���������
��AH�1����21�"�,�"�V#6��a�D&�!�b�7��
F����#Q�[��D�!
(�
��H#5� ���4C�

���<���W��������
*����
��H�	8)�������	8�DH�����<�*��( ��� �����HC6
��?�'�/$���������������	�N����� �<; ���&���6�OD-���[�6����� &��
�A0 � '�0
� ������' $>I
�1��(7��2[�!���`C�

��a ?
'�/$��������������� � ��� H � �N�����	�=; a��"���	���������L���	�"2 !
�1�����M�/��2%�����>K?�&:O� ����DH(�������2"a ������

��#�����AU_\�	����21�3�����`Y=����
�#��"2
C�
����"$?����� �>�	��
.�	��2 �
�M�!

�1�4��������
*����
��<��� #���(�(	8c#���� ���/21��D
�����W����������2"$=�����<D-���V�7��
'���P� � : #��b�'�/��21D-�!�;�
�����6��
���#6��#
��� �����&�
��( ��21�[�6�.�	��$QI �7��21#��"��(V8 �	��21�1�����X���=�����&D-���V�7��

� ���E�T�=21�"UV���"������#E�1��(5�!2[�!���"
.8<�*21��D ���6������������2"a���2L#��
21���@��
�8
�*21��DR�����CS?����D��@��2�8 �J�"�	����2"a 
�= ��� �V������� �V���"���6# �	��21����� a� �������!��(5��
����"a � K 	+* 	�	�*6$S?����D<������9 ���<
�� ���@9;���1�-�@�	����
*����
��H�/21��D &��
�A0 � '�0
� ������' a
����#���21�"�@����2�8 ?�'�/$��&��
�A0��$����S $

�,�����������QIE$�Y=2[� � ���	a � �!������D&�!������� � ��(7��2���D����	� a �V�6��U	�6���7�����7�]_?�6�.�	��21�1�.�\8Va �V��
��
���1A�21�"�	�	a�MBI 
�, 1 , �
���� , � 
����>= �!�!��#���D�����8	� ��2"+ S?����D��@��2�8��J���	���"2"a 
<= ��� �V�6$ �V�"������# I �	���b����a � �
����� ��(5��
��
�"a � K 	"	+* 	+*
� ��2[� � ���?> A�����DP$ ��D��%$ ��#����

�;�"���"�.�	��#�K?� �	��DE�5��2/	ba 
<�>� 
 *�21�������1��# � �@8 
�= a 
��>� ,


